9.9 Napdal normalni, napil nilpotentni zobrazeni

Ukol: Najdéte vlastni vektory a vlastnf &isla zobrazeni d : y s y'
na prostoru V = L({sinz, cos z, z sin z, x cos z}). Najdéte Jordanovu
bazi prostoru V' vzhledem k zobrazeni d. M4a zobrazeni d néjaké in-
variantni podprostory? Je V rozlozitelny na invariantni podpros-
tory?

Reseni: Nemusime byt asi piflis zbéhli v linedrni algebie, abychom
uhodli, ze vlastni funkce d (s pfislusnymi vlastnimi &isly) budou

A =i: e®=cosz+isinz, M=—-1: e®=coszr—isinz.

At se ale budeme naméhat sebevic, dalsi vlastni &isla ani vlastni
funkce (az na ndsobek téch jiz nalezenych) se ndm nepodafi najit.
Zkusme tedy k dloze pfistoupit systematicky linedrné (algebraicky).

V prostoru V si zvolime bézi B ze zadani (linedrni nezavislost
si zdjemci ovéi{ sami). Zjistime, jak zobrazeni d pusobi na vektory
béze, a uréime matici d

sinz % (0,1,0,0) 0-11 0

cosz % (-1,0,0,0) d 1001
5=

zsinz % (1,0,0,1) 8 g (1)—01

zcosz % (0,1,-1,0)

Bystii tusi, ze budeme dale hledat vlastni Cisla a vlastni vektory této
matice. Charakteristicky polynom matice dg najdeme nejsnaze jako

det(dp — A1) = det (‘1’\ :/1\) det (‘1’\ j) = (A2 +1)2,
srovnejte s prikladem 9.5¢. Vlastni ¢isla jsou tedy skuteéné pouze +:.
Budeme se vénovat nejprve vlastnimu &éislu A = 7. Zjistime, jaka je
dimenze kernelu matice dg —il: z Gaussovy eliminace provedené nize
(bez pravé strany) vidime, ze hodnost matice je tfi, a tedy dimenze
jddra pouze jedna. K ¢&islu A = ¢ tedy existuje jediny vlastni vektor
vi. Ten muzeme také nalézt pomoci nize uvedené Gaussovy elim-
inace, tentokrat se samymi nulami vpravo. Z poslednich tii fadku
matice na konci uprav plyne, ze posledni dvé slozky v; jsou nulové.
Prvni fadka tikd, ze si muzeme napiiklad druhou slozku zvolit, a
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zvolime-1i si ji rovnu jedné, vyjde vektor vi = (,1,0,0). Neboli
pravé vlastni funkce cosz + isinz = e'*. Viimnéte si, Zze zatimco
slozky vektoru v; zélezi na volbé béze, vlastni funkce zobrazeni d (a
samozfejmé i vlastni ¢islo) zistivaji nezménény.

Déle vime, ze neni-li dimKer(dg — Al) rovno (aritmetické)
nasobnosti A, musi posloupnost dim Ker (dg — A1), dimKer (dp —
A1)?2,... (ostie) rist, dokud této ndsobnosti nedosdhne. Odpovidajici
podprostor (kdy se rist zastavi) se nazyva kofenovy podprostor,
a (linedrni obal) sjednoceni téchto kofenovych podprostori pro
v8echna vlastni Cisla je cely prostor.

V nasem piipadé tedy musf byt dim Ker (dg — A\1)? = 2 a stejné
tak i dim Ker (dg —A1)* s k > 2 (z4jemci mohou opét ovéiit). Zajima
nés béaze téchto (totoznych?®) prostori.

Jelikoz jsme jiz nasli v; € Ker(dp — A1) a hleddme dalsi vek-
tor z Ker (dg — A1), sta¢i’® najit fesenf rovnice (dp — il)ve = v;.
Potla¢ime mirné nechutenstvi a s gustem se pustime do Gaussovy
eliminace (na zpusob piikladu 1.1)

—i-11 0 |iy\
L0 1 1) er0-@
0 0 —i —110 —
0 0 1 —il0
i-11 o0 i+(2)+(3)—(3)
0 0 1 i loi) @-@-@
0 0 —i—11]0 —
00 1 —i|0
—i—11 0 | i
0 01 i |2
0 00 —2]|-2
0 0 0 —2 | -2

Reseni této rovnice je opét nekonecné mnoho, vidime, ze maji tvar
Vo = (0,0,i, ].) +avi, a € C.

48Pogzor, neifkdme, ze (dgp — A1)2 = (dg — A1)3. Pouze jadra téchto matic se
shoduji.

49Jin4 moznost by byla spoéitat matici (dg — A1)2 — bud umocnénim jiz
znadmé matice dp — A1, anebo jednoduse uréenim plisobeni této matice na bazové
funkce B — najit feSenf (dg — A1)2V2 = 0 a dopotitat Vi = (dg — A1) Va.
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Dospivame k zajimavému zavéru. Jordanovu bézi pfislusnou
k vlastnimu &fslu 4 tvoii tedy funkce z € a e® (misto z e'® lze brat
i ze'® +ae'® s libovolnym o € C). Ted uréité uhodneme, jaka bude
situace u druhého vlastniho &isla, a muzeme pusobeni operdtoru d
na V popsat tabulkou

4 geie 97 giz 4Til g
: i1y dtil
HE -ie X 0,

e iz ¢
kterad je zobecnénim spektrdlniho rozkladu; o ném se mluvi u dia-
gonalizovatelnych operdtori: tam obsahuje kazdy fadek (Fetizek)
tohoto schématu jediny vektor. Jinak fefeno, v Jordanové bazi
J = {e®® xet® e~ g e~} m4 zobrazeni d matici
110 0
0: 0 O
=100 i1
00 0 —i
Tato matice je blokové diagondlni, a tedy vektory pfislusné jed-
notlivym bloktim odpovidaji invariantnim podprostorim, na které lze
rozlozit V. Zaver je: V, = L({xe®® e*}) a V_ = L{ze ®, e}
jsou invariantni podprostory a V; @ V_ = V. Vsimnéte si, ze i u ma-
tice dg byl diky nulovému bloku vlevo dole vidét jeden invariantni
podprostor, a to Vy = L({sinz, cosz}), neboli f € Vp = df € V.
Na zavér si jen pro ujasnéni pojmu uvédomte, ze zobrazeni d — il
je na prostoru V. nilpotentni, a to stupné dva (tedy (d —i1)? je na
V., identicky nulové zobrazeni). prostoru funkcitypu P(z)cosnz +
Q(z) sinnz. *KV

9.10 Jak pocitat charakteristicky polynom matice
3 x 3 pomoci jejich invariantt

Ukol: Budiz déna matice 3 x 3
a1 a12 a13

A= az a2 ax |,
asi1 as2 as33
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