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Strucné popisy prikladu

1.1 Soustava 3 x 3 s komplexnimi koeficienty.
1.2 Soustava 4 x 4 s parametrem.

1.3 Soustava 5 linedrnich rovnic s mnoha nulami feSend
(nesystematicky) dosazovdnim rovnic do sebe.

1.4 Dukaz regularity diagondlné dominantni matice potazmo
jednoznacnosti feSeni soustavy rovnic; ukazka fyzikalné
motivovanych dprav (zavedeni potencidlu).

2.1 Priklad grupy symetrii, studium struktury neptili§ velké grupy,
piimé a polopfimé soudiny.

2.2 Nékolik piikladi koneénych grup.

2.3 R4d podgrupy déli f4d grupy, mald Fermatova véta, Eulerova
funkce ¢(n) (pocet pfirozenych éisel nesoudélnych s n, mensich
nez n).

2.4 Zkonstruovani vSech grup s nejvyse sedmi prvky.

2.5 Generatory grupy.

2.6 Konjugované prvky, (tfidy) ekvivalence.

2.7 Piimé a polopiimé ndsobeni grup a proces obraceny, tedy
rozkladani grup.

2.8 Vypocet znaménka konkrétni permutace ruznymi zpusoby.
Skladani permutaci. Jednoduchy morfizmus, reprezentace.

2.9 Permutace, inverze, transpozice, cyklus.

2.10 Aplikace pojmu permutace a znak permutace.

3.1 Z, — piiklad jednoduchého komutativniho télesa.

3.2 Vypocet inverzni matice nad Z;;.

3.3 Urcovani poctu vektorit v kone¢ném prostoru a jeho
podprostoru. Procvi¢ovani izomorfizmu mezi raznymi
podprostory.

3.4 Priklad slozitéjsiho kone¢ného télesa — polynomy s koeficienty
ze Z, a nasobenim modulo polynom.

3.5 Nendpadné cviceni na nasobeni komplexnich &isel.

3.6 dim Ker + dim Im linedrniho zobrazen{ je rovno dimenzi
prostoru, na kterém pusobi.
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3.7 Viz pifklad 3.6.
3.8 Viz pifklad 3.6.

3.9 Hodnost matice AB je mens$i nebo rovna nez hodnost A
i hodnost B.

4.1 Studium mnoziny Y, z;v;, 0 <z; <lawvi,...,v, € R?, d < n.
Trénink na linedrni kombinace, linedrni zavislost a nezavislost.

4.2 Ovéreni podminek definice vektorového prostoru.

4.3 Ovéteni podminek definice vektorového prostoru, izomorfizmus
vektorovych prostoru.

4.4 Zjistovéni, zda je podmnozina vektorového prostoru také jeho
podprostorem.

4.5 Linearni zavislost konkrétné zadanych vektorti z R?, linedrn{
kombinace

4.6 Dimenze prostoru na jednoduchém piipadé (s parametrem).
Prostory funkci.

4.7 Dimenze linedrniho obalu. Dimenze zobrazeni. Linedrni
zobrazeni. Restrikce zobrazeni. Nekomutativita sklddani
zobrazeni.

4.8 Vypocet slozek vektoru v bazi soustavy bez a s pomoci
skalarniho souéinu.

4.9 Ovérovani linedrni nezdvislosti vektorii, matice pfechodu mezi
béazemi, transformace slozek vektoru.

4.10 Vektorovy prostor matic se stejnymi fadkovymi a sloupcovymi
soulty. Dimenze vektorového prostoru. Afinn{ prostor.

4.11 Teoreticka tloha na jidro zobrazeni. Ve v prostoru Z7.
4.12 Linedrni nezavislost polynomu. Aproximace funkce polynomy.

5.1 Urceni ortogondlniho doplitku ke konkrétnimu dvourozmérnému
prostoru v R%,

5.2 Popis Grammovy—-Schmidtovy ortogonalizace.

5.3 Ukéazka, jak lze v R™ sestrojit dva navzajem ortogonaln{
prostory o dimenzich k£ a n — k.

5.4 T¥i ruzné normy v R"™; od OVéd, na otazku, zda je jim mozné
’ )
pi‘lf‘adlt skaldrni souéin.
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5.5 Piiklady norem na prostorech ¢tvercovych matic.

5.6 Souvislost nékterych norem pro matice s normami pro vektory.

5.7 Aproximace metodou nejmensich ¢tvercl: jednou pomoci
ortogondlni projekce prostor polynomiu nejvyse prvniho stupné
a podruhé nalezenim minima funkce dvou proménnych.

6.1 Zakladn{ vlastnosti matic (hermicita, unitarita, komutativita,
podobnost) pfedvedené na jednoduchém piikladé. Ukdzka
vypoctu komutédtori, antikomutatort, vlastnich ¢&isel,
exponencidl ve specidlnim piipadé Pauliho matic.

6.2 Matice linedrniho zobrazeni vzhledem k rtuznym bézim.
Dimenze obrazu linedrniho zobrazeni. Invariantni podprostor.

6.4 Matice linedrniho zobrazeni vzhledem k raznym bazim.

6.5 Vypocet inverzni matice 3 x 3 dvéma rtznymi standardnimi
zpusoby.

6.6 Ovéfeni, ze je SL(2,Z) grupa. Generdtory grupy, (krystalové)
miizky v roviné a jejich reparametrizace.

6.7 Popis systému podmnozin pomoci matic, ndsobeni obecnych
matic. Dvoji pocitani. Hodnost sou¢inu matic.

6.8 Jak lze permutovat matice pod znakem stopy?

7.1 Manipulace s obdélnikovymi maticemi (ndsobeni). Popis
orientovaného grafu pomoci matice.

7.2 Manipulace s obdélnikovymi maticemi (ndsobeni). Popis
orientovaného grafu pomoci matice.

7.3 Determinant Laplaceovy matice grafu je roven poctu jeho
podgrafu, které jsou stromy. Piipad tiplného grafu.

7.4 Piiklad vektorového podprostoru Z7 a urceni jeho dimenze
pomoci konstrukce algebraického dopliiku.

7.5 Urceni vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru u tif specidlnich matic
n X n. Vlastni &isla a vlastni vektory matic A a A™. Jak muze
vypadat napiiklad matice incidence?

7.6 Tvrzeni o vlastnich &islech a vlastnich vektorech pro matici,
kterd neni zadana explicitné, zndmy jsou jen nékteré jeji
vlastnosti.
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7.7 Urceni vlastnich &isel specidlni matice 10 x 10, aniz by se
pocitaly elementy matice. Spole¢né vlastni vektory ruznych
matic.

7.8 Prostory vlastnich vektoru ruznych matic.

7.9 Ruzné moznosti definice sou¢inu grafu. Matice incidence téchto
souéinti, mirnd podobnost s tenzorovym souéinem.

7.10 Jak lze charakterizovat “miru souvislosti” grafu pomoci
vlastnich ¢isel jeho matice incidence. Odhady ||Av|| pomoci
vlastnich &isel matice A.

7.11 Dalsi charakteristika grafu pomoci vlastnich ¢isel jeho matice
incidence.

8.1 Vypocet &iselného determinantu 4 X 4 ruznymi metodami.
Upravy, pii nichz se hodnota determinantu nezméni.

8.2 Tridiagondlni (pdsov4) matice s obecnymi elementy.
Jednoduché cviceni na rekurentné zadané posloupnosti.

8.3 Vypocet zndmého determinantu standardni metodou (Gaussova
eliminace).
8.4 Vypocet determinantu obecné matice n x n trikem s uzitim

cyklickych vektort. Jako vedlejsi vysledek dostaneme vlastni
vektory a vlastni ¢isla.

8.5 Vypocet obecného determinantu n x n pomoci minoru.

8.6 det AB = det Adet B a dalsi upravy s velkou obecnou matici.
Jak rozpoznat vicenasobné kofeny polynomu na poéitagi.

8.7 Geometricky vyznam determinantu. Afinni prostor.

8.8 Diukaz tvrzeni o determinantech pomoci definice determinantu.
Tvrzeni ke geometrickému vyznamu determinanti.

9.1 Nalezen{ vzorce pro n—ty ¢len v rekurentné zadané posloupnosti
pomoci diagonalizace matice 2 x 2.

9.2 Rychly odhad pro hodnoty vlastnich ¢isel zadané matice.
Jednoduchy dukaz, pro¢ je ostie diagondlné dominantni matice
reguldrni. Rychlé kritérium pro pozitivni definitnost.

s w7z

9.4 Vlastni ¢isla konkrétni matice n x n. Determinant je soucin
vlastnich &isel, stopa je soucet vlastnich &isel.
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9.5 Determinant konkrétni matice 4 x 4 poCitany ruznymi zpusoby.
Jak rozklddat polynomy (zvlasté kubické a vyssi)
s celo¢iselnymi koeficienty.

9.6 Diagonalizace matice 2 x 2, po¢itani funkce matice. Vlastnosti
symetrickych matic na jednoduchém ptikladeé.

9.7 Diagonalizace nesymetrické matice 2 x 2. Vypocet a diskuze
poctu feseni odmocniny z matice.

9.9 Jednoducha soustava 4 x 4 s komplexnimi koeficienty. Matice

linedrniho zobrazeni na prostoru funkci. Vlastni ¢éisla a vlastni
funkce (vektory). Nediagonalizovatelnost, nilpotence zobrazeni.

9.10 Charakteristicky polynom matice 3 X 3 vyjadieny pomoci
determinantu, stopy a stopy kvadratu matice.

9.11 Konkrétn{ piiklad soustavy n diferencidlnich rovnic prvniho
fadu, kterd odpovida jednorozmérné vlnové rovnici. Hledani
vlastnich &isel a vektortu matice n X n a jejich souvislost
s vlastnimi kmity krystalové miizky.

10.1 Matice linedrniho zobrazeni. Grupy SO(2) a SO(3).
Ortogondlni matice jsou matice rotaci. Jak poznat pro zadanou
ortogonalni matici osu a thel otoceni. Vlastni ¢isla a vlastni
vektory ortogondlnich matic.

10.2 Odvozeni matice pro obecné otoceni v R? kolem zadané osy
o dany thel. Eulerovy thly. Rozklad prostoru na podprostor a
jeho ortogondlni doplnék.

10.3 Obecny tvar matice Lorentzovy transformace a nesouvisla
grupa takovych matic. Vlastni Lorentzovy transformace.

10.4 Reprezentace kone¢né grupy. Ireducibilni reprezentace.

s w7’

11.1 Diagonalizace (vlastni ¢isla a vektory) a exponencidla matice
2 X 2. Souvislost s kvantovou mechanikou.

11.2 Soustava dvou diferencidlnich rovnic prvniho fadu, jejiz matice
neni diagonalizovatelna. Exponencidla takové matice a jak se
obejit bez pfimého vypoctu této exponencily.

11.3 Soustava dvou diferencidlnich rovnic prvniho ¥adu s pravou
stranou. Reseni pomoci variace konstant.
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11.4 Reseni redlné soustavy dvou diferencidlnich rovnic prvniho
fadu, jejiz matice ma komplexni vlastni ¢isla. Jak odstranit
komplexni ¢isla z vysledku.

11.5 Soustava tii diferencidlnich rovnic prvniho fadu, jejiz matici
nelze diagonalizovat. Exponenciala této matice.

11.6 Wronskian. Derivace determinantu.

11.7 prravy fad pro exponencidlu a logaritmus. Zonglovéani
s kombina¢nimi ¢&isly.

11.8 Vypocet exponenciily trikem pro specidlni matici 2 x 2.
Generétory SU(2), U(2). Torus, rank.

11.9 Elegantni pfeformulace vzorce pro determinant exponencialy
matice. Dostaneme vyjadieni logaritmu determinantu matice ve
tvaru nekone¢né fady, coz umoznuje napiiklad vypocet volné
energie transla¢né invariantni gaussovské miry (nejjednodussiho
to objektu statistické fyziky a QFT).

12.1 Jednoduchy piiklad vektorového prostoru. Algebra $03: jeji
generatory, komutacni relace mezi nimi. Souvislost s grupou
SO4 pomoci exponencidly (infinitesimalni generdtory).

12.2 Izomorfizmus Lieovych algeber. Vlastni ¢isla a vlastni vektory
operatoru bez pocitini s maticemi. Jak ukdzat, ze jsou dva
operatory totozné, aniz bychom je explicitné pocitali.

12.3 Resiteln4 algebra, komutétory, idesly. Operace s hornimi
trojuhelnikovymi maticemi.

12.4 Tvrzeni o ortogondlnich dopliicich v jazyce dudlnich prostort.

12.5 Cviceni na skalarni soucin. Dynkinovy diagramy a kompaktni
Lieovy grupy.

13.1 Zména béaze v dudlnfm prostoru k R? na jednoduchém
pocetnim prikladu. Matice prechodu.

13.2 Poéetnf pifklad na nalezeni dudlni baze v R3. Soufadnice
vektoru a forem vudi riaznym bazim. Matice pfechodu. Indexy
dole a indexy nahofe. Ztotoznéni prostoru a jeho dudlu.

13.3 Konkrétni linedrni forma na prostoru polynomi, pocitani
jejich slozek. Dualita.

14.1 Spektralni rozklad. Chovdni A™ pro n — oo.
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14.2 Stopa matice hustoty a jejtho kvadratu. Ortogondlni projekce.

14.4 Dukaz, ze polynom spektra matice je spektrum polynomu
z matice. Souvislost s Hamilton—Cayleyovou vétou.

14.5 Vypocet funkce matice 3 x 3. Jordanuv tvar.

14.6 Nerozlozitelné matice a obecnd véta o poloze vlastnich ¢isel.
Kriterium pro pozitivni definitnost u semidefinitnich matic.

14.7 Konstrukce a studium matic specialnich vlastnosti
(Hadamardovych matic). Blokové ndsoben{ matic.

14.8 Odvozeni vektorovych identit se skaldrnim a vektorovym
soucinem pomoci vlastnosti Levi-Civitova symbolu €.

14.10 Komutatory matic. Kdy lze pouzit binomickou formuli pro
matice.

14.11 Vypocet Laplaceova operdtoru v libovolnych ortogonalnich
soufadnicich v R”: trochu vektorové analyzy (derivovani
maticovych vyrazi, Laméovy koeficienty).

15.1 Dukaz, ze lze bistochastické matice zapsat jako konvexni
kombinaci permuta¢nich matic. Pfiklad bipartitniho grafu, uziti
teorie grafu v linedrni algebie.

15.2 Diikaz, ze stochastickd matice ma jednondsobné vlastni ¢islo
jedna.

15.3 Jordanovy fetézce. Pievod nilpotentni matice 4 X 4 na
Jordaniv tvar.

15.4 Jordanuv tvar matice 3 X 3 s jednim vlastnim éislem a dvéma
fetézci.

15.5 Jordantv tvar matice 3 x 3 s jednim vlastnim ¢islem a
jedinym fetézcem.

15.6 Jordanuv tvar matice 4 x 4 s jednim vlastnim éislem a dvéma
fetézci ruznych délek.

15.7 Jordanuv tvar matice 4 x 4 s jednim vlastnim ¢islem a dvéma
fetézci délky dva.

15.8 Jordanuv tvar matice 3 x 3, kterd md dvé vlastni ¢isla a nenf
diagonalizovatelna.

15.9 Nalezenf matice C tak, aby platilo CAC~! = B, kde A, B jsou
dvé podobné (nediagonalizovatelné) matice. Jordanuv tvar
matic 3 x 3.
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16.1 Obecna tvrzeni o posloupnostech ortogondlnich polynomi.
Momentovy funkcional.

16.2 Hledani vlastnich &isel a vlastnich vektort diferencidlntho
operatoru na prostoru funkci jedné proménné pomoci triku.
Fyzikdlné: nalezeni vlastnich stava a energii specidlniho
jednorozmérného hamiltonidnu pomoci kreaénich a anihila¢nich
operatoru. Diracova notace.

16.3 Nalezeni spektra diferencidlniho operatoru na prostoru funkci
na R? pomocf symetrif. Lieovy algebry u(n), su(2);
reprezentace U(n), SU(2). Symetrie hamiltonidnu atomu vodiku.

16.4 Spektrum diferencidlniho operdtoru na prostoru funkci vice
proménnych pomoci rozkladu na operatory pusobici na
prostorech jedné proménné; kreacni a anihila¢ni operétory.
Diagonalizace kvadratické formy. Tenzorové souéiny (na
piikladu funkci). Fyzikdlné: nalezeni spektra anizotropniho
harmonického oscilatoru ve vice dimenzich.

16.5 Reprezentace algebry operdtoru. Nalezeni hodnot, jichz muze
nabyvat operdtor momentu hybnosti.

17.1 Typy kvadrik v R3. Uréeni typu kvadriky pomoci jejich
invariantu (tj. uréitych vyrazu s determinanty).

17.2 Pievod kvadriky na kanonicky tvar pomoci vlastnich ¢isel: osy
kvadriky jsou vlastni vektory a jejich délky vlastni ¢isla matice
kvadratické formy. Ortogondlni transformace.

17.3 Diagonalizace konkrétni kvadratické formy na R3 iddkovymi a
sloupcovymi dpravami. Typ kvadratické plochy.

17.4 Diagonalizace konkrétni kvadratické formy na R® pomoci
vlastnich &isel. Typ kvadratické plochy.

17.5 Diagonalizace konkrétn{ kvadratické formy na R3 iddkovymi a
sloupcovymi dpravami. Sylvestrovo kritérium.

17.6 Dva rychlé piiklady na signaturu a pozitivni definitnost.
Spektralni rozklad operdtoru. Sylvestrovo kritérium.

17.7 Analyticka geometrie v R™, obecny piiklad.

17.8 Jak poznat, zda zadany bod lezi uvnitf n—dimenziondlni sféry
definované n + 1 body.

17.9 Rovnice véech tecen k jednodilnému hyperboloidu v R3.

437



17.10 Rovnice tecen jednodilného hyperboloidu v R™. Diagonalizace
kvadratické formy v R*~1.

18.1 Poléarni rozklad konkrétni matice 3 x 3 dvéma metodami.
Vyznam vlastniho vektoru u matice deformace.

18.2 Rozsifeni véty o polarnim rozkladu i na singuldrni matice.

18.3 Nejlepsi feSeni soustavy s vice rovnicemi nez proménnymi,
kterad pfesné feseni nemd. Teorie. Ortogondlni projekce.

18.4 Aproximace metodou nejmensich ¢tvercti. ReSeni soustavy
s vice rovnicemi nez proménnymi. Konkrétni piiklad na
pseudoinverzi matice n X 2.

19.1 Slozky konkrétniho tenzoru typu (2,1). Transformace
soufadnic. Symetrie tenzoru.

19.2 Piiklad tenzoru typu (0,2) na R3. Symetrie, transformace pfi
zméné baze. Dudlni béze.

19.3 Lineérn{ zobrazeni R* — R? jako tenzor typu (1,1). Vypocet
slozek tenzoru setrvacnosti.

19.4 Fyzikaln{ piiklady tenzord druhého fadu ze specidlni
relativity. Spoustén{ a zvedan{ indexti. Derivovani.

19.5 Vzorecky pro Levi-Civitiv tenzor €;; (ovéfeni
transformaénich vlastnost{). Tenzorovy soucin tenzori, tizeni
tenzoru. Prace s determinanty.

19.6 Dimenze prostoru totdlné symetrickych a totdlné
antisymetrickych tenzori typu (0, k). Symetrizovany a
antisymetrizovany tenzorovy soucin.

19.7 Tenzorovy soulin operdtoru. Stopa a Castecnd stopa (tzeni
tenzort).

19.8 Antisymetrické tenzory, vnéjsi algebra. Anuldtor a
rozlozitelnost tenzoru.

20.1 Jak se chovaji jednotlivé bloky blokovych matic pfi nasobeni.

vy’

integrovani, nejjednodussi a nejzdkladnéjsi dlohy vicerozmérné
integrace. Je to instruktivni pouziti kombinace linedrné
algebraickych, analytickych i kombinatorickych tvah, vedoucich
m.j. k objasneéni role inverzni (korela¢ni) matice.
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20.4 Jednoduché, (téméf) jen kombinatorické odvozeni tvaru
mocninné fady pro logaritmus.

20.5 Upozornéni na roli nejvétsiho vlastniho ¢isla (a pfislusného
vlastniho vektoru) pii vypoctech velkych mocnin matic.

20.6 Algebra nasobeni matic se ¢tyimi bloky.

20.7 Diskuse, jak souvisi existence tzv. cyklického vektoru s
jednoznac¢nosti Jordanovych bunék. Teorie Jordanova tvaru pro
pokrocilejsi.

20.8 Pomocnd uloha: Vypocet zobecnéného Vandermondova
determinantu, kde k pavodnim fadkum pfistupuji i jejich
derivace. Navazuje na tlohu o cyklickych vektorech.

20.9 Vypocet odmocniny z velmi jednoduché matice.

20.10 Pfaffidn: vyjadreni determinantu antisymetrické matice
Ctvercem.

20.11 Popula¢ni dynamika spoleénosti muzu a zen trochu
podrobnéji.

20.12 Resolventa: vse, co se o tomto dulezitém pojmu da Fici
v kone¢né dimenzi.

20.14 Rozsazeni u kulatého stolu: jak vypocet stopy mocniny
matice pomoci spektra pomdhd vyfesit netrividlni
kombinatorické i fyzikalni problémy.

20.15 Symetricky cirkulant, tentokrat v prevleCeni za kvadratickou
formu. K tomu jedna zdanlivé podobnd, ve skute¢nosti mnohem
elementarnéjsi uloha.

20.16 Pfiblizny vypocet A™z: opét o roli vlastniho vektoru
prislu§ného nejvétsimu vlastnimu &islu.

20.17 Ortogonalizace posloupnosti, cviceni na aplikaci
Grammovy—Schmidtovy postupné ortogonalizace.

20.19 Goniometricky Vandermonduv determinat, spo¢teno
prevedenim na obycejny Vandermondiv determinant.

20.21 Systémy oscildtorti s nrazy, procviceni prace s pojmem
exponencidla matice a Diracovou delta funkeci.

20.22 Studium chovani nejjednodussiho vicerozmérného systému

pobliz jeho bodu resonance, vypocet amplitudy feSeni soustavy
linedrnich diferencidlnich rovnic se sinusovou vnéjsi silou.

439



20.23 Neékolik vhodnych piikladu matic typu 3 x 3 na procviceni
Jordanova tvaru (pfevzato ze sbirky Filippova).

20.24 K ¢emu vSemu mohou slouzit fddkové upravy matice, pokus
o shrnuti typickych situaci, kde se takovéto upravy pouzivaji.

20.25 I zkouméni zd4nlivé tak jednoduché funkce, jakou je ax? + bz,
dava zajimavé interpretace ve vicerozmérném piipadé, pro
systémy velmi mnoha spralenych oscildtort. Kvadratickd forma
definovana jako “suma ¢tverci rozdili hodnot sousedu” vede ke
zkoumani teorie potencidlu na miizi. To mé zajimavé souvislosti
s pravdépodobnosti, konkrétné s teorii ndhodnych prochazek.

20.27 Jak vypada adjunkce k nilpotentnimu operitoru v jednom
charakteristickém specidlnim piipadé.

20.28 Jak poznat, ze Sestitihelnik v roviné je ortogonalni projekci
krychle. Teoreticka tloha.

20.29 Transla¢né invariantni kvadratické formy na miizi a jejich
podminénd minima (Coulombovy potencidly). Aplikace
na problém (ne)vratnosti ndhodné prochdzky a na otdzku
existence fazového prechodu piislu$né gaussovské miry.
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