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Uvod

Doba, kdy k zdkladni vyzbroji studentt matematiky ale i fyziky
neodmyslitelné patfila kromé Jarnikovych a dalsich knih i Sbirka
dloh z matematické analyzy B. P. Démidovice, je jiz za ndmi. Letosni
(2002) srpnové povoderi, kterd mimo jiné zlikvidovala i veskerou
ruskojazyénou literaturu v karlinské knihovné, tak jen zvyraznila
pozvolny konec éry, ve které podstatnou ¢ast odborné knihovny
matematiki a fyzikd u nas tvofila literatura psand v tomto jazyce,
nyni jiz neéitelném pro vétsinu studenti. Uvedend sbirka pfitom
byvala prvni, mnohdy na dlouhou dobu i jedinou (a nékdy i
posledni...) cizojazyénou knihou v rukou generaci jejich predchidci.

Vzpomindm (M.Z.) na kolegu ze studii, chlubiciho se v letnim
semestru druhého ro¢niku, ze kone¢né vlastnoru¢né dopocital vSech
4460 piikladi té sbirky! (Slo o nékolikaty pietisk patého vydani z r.
1961, které pfineslo 200 novych dloh.) Tahle doba je jiz pry¢, podobni
jedinci se dnes jiz asi sotva najdou — a pokud ano, tak spi§ travi
vét§inu Casu v pocitacové laboratoti. Obrazek cvicictho matematické
analyzy drziciho v ruce (Casto jiz znainé rozpadlou) Démidovi¢ovu
sbirku patii vSak dodnes ke koloritu MFF UK.

Paraleln{ sbirka Proskurjakova z linedrn{ algebry (LA) se u nds
tésila vzdy relativné mensi pozornosti. Nezaslouzené, neni o nic méné
kvalitni. Neni mi ale pfesto zndm ani jeden piipad osoby, kterd by
se prokousdvala vSemi jejimi rafinovanymi determinanty ¢i kvadrat-
ickymi formami stejné podrobné a dusledné, jako se jini probo-
jovavali fadou limit a integrala. I proto patii Proskurjakova sbirka
k ohrozenéjsimu druhu knih, nez je zminéna kniha Démidovicova,
jejiz odkaz zatim Zije neztencenou silou v pocetné obci studentu a
vyucujicich matematické analyzy nejen na MFF UK.

Nebyl to vsak pouze takovyto altruisticky duvod, totiz zachranit
pro studenty prvnich roénika hodnotné znalosti predchozi generace,
ktery nds vedl k napsini piedlozené nové sbirky. Doba je prosté
jiz jina, nez pred 50 lety, kdy vySe uvedené sbirky vznikaly suma-
rizaci nakupeného piedchoziho materidlu. Nékteré tehdejsi prili§
specialni postupy byly pozapomenuty, jiné postupy a nové problémy
naopak vznikly ¢i nabyly elegantnéjsi a strucnéjsi podoby nez kdysi.
Nasim cilem bylo sestavit modernéji pojatou sbirku fesenych tdloh (a
mensich eseji) z linedrn{ algebry, psanou podobné jako kniha [PLA],



tedy s durazem na aplikace ve fyzice i jinde v matematice.

Tato sbirka je kolektivnim dilem autoru, kteti byli v dobé jejiho
psani vétsinou jesté studenty MFF UK a ktefi s nadSenim odpovédéli
na vyzvu autori knihy [PLA]. Mdme radost, jaké velikosti dosihl
autorsky tym: muzete se sami pfesvédcit ze zkratek jmen za kazdym
pfikladem. I kdyz maji riazni autofi samoziejmé ruzny styl uvazovani,
nezdalo se ndm tcelné (a popravdé feCeno ani mozné) sbirku zcela
sjednotit. Pfistup k problému bude jiny u studenta a jiny u odbornika
a nemd vzdy smysl, zvlasté ne v knizce podobného urceni jako je
tato, prepisovat formulace toho prvniho abstraktnéjsimi vyrazovymi
prostiedky specialisty. Stane se tedy, ze ¢tenaf narazi, tieba i ve dvou
po sobé nasledujicich piikladech psanych ridznymi autory, na dost
odlisny zpusob vyjadfovani a tieba i odlisnou miru toho, co jeden jiz
povazuje za trividlni a druhy jesté nikoliv. Ale to je normdlni, student
1. ro¢niku muZze mit na pfiméfenou obecnost a abstraktnost vykladu
zcela jiny nézor nez specialista s dlouhodobym tréninkem v oboru.
(Nékdy je i tomu specialistovi jen kolem 20 let, ale to neni rozhodné
typické.) Budiz zdiraznéno, ze tato sbirka je hlavné studentskou
praci. Nejstars{ ¢len autorského kolektivu (M.Z.) pfitom nechtél nijak
hrat roli cenzora — at jiz tlakem na zménu vykladu téch ¢4st{, v nichz
se citi kompetentnim posoudit ,,adekvéatni abstraktnost” zvoleného
pristupu, ¢i ovliviiovanim pouzitého jazyka.

RA4di bychom na tomto misté vyzdvihli praci Dalibora Smida,
ktery kromé toho, ze celou sbirku piecCetl a opravil v ni mnoho
chyb, také pomohl srovnat ty nejvétsi rozdily mezi styly jednotlivych
piikladi. Na vytvafeni elektronické verze sbirky se kromé editora
K.V. vyznamné podilel Lubos Motl a na zavérecnych korekturich
se podilel také David Ondfich. Témto kolegim a jesté jednou vSem,
ktefi né¢im do sbirky prispéli, patii nase steré diky.

Podobné jako sbirky uvedené na zacatku, ani predlozend sbirka
nekopiruje uplné presné néjaky zivazny sylabus. Je sice ¢lenéna
s puvodnim dmyslem pfizptisobit se knize [PLA], ale obsahuje i
dalsi témata, napiiklad dlohy na linedrni algebru nad kone¢nymi
télesy. Orientaci mezi piiklady snad usnadni stru¢né obsahy piiklada
uvedené na konci knihy. Sbirka neni také vzdy clenéna stylem
,,od jednodussiho k slozitéjsimu”, coz plyne i z procesu jejiho
vzniku. Uréitou omluvou ndm budiz, ze naptiklad ani prvné zminéné
sbirky nejsou takto systematicky ¢lenény a maji na mnoha mistech,




a to i po desetiletich, vzdy trochu charakter soupisu, vybéru
popf. prepracovani sbirek minulych s doplnénim novych originalnich
piikladu stylem ,,co dum dal”. Co se starych sovétskych sbirek tyce,
glo samoziejmé o velmi ctihodny ,,dam” ruské, specidlné moskevské
matematiky, a kromé vybéru z pfedchozich svétovych sbirek do nich
byla pfidana i mnoha nové tvorba, ndpady pramenici z vlastni peda-
gogické nebo vyzkumné matematické ¢innosti autoru a jejich kolegu.

Chtéli jsme, aby i tato sbirka pfinesla néjaké nové nipady, ne-
jen prepis piikladu ze starSich zdroju, a chtéli jsme téz, aby zde
byly (kromé téch zcela standardnich) i nové partie, které nebyvaji
Césti starSich sbirek. Takze, kromé (ne tak rozsdhlych) partii beze
studu a beze zmény okopirovanych! tieba z Proskurjakova (metody
vypoctu determinantit), jsou ve sbirce i origindlni zpracovani mnoha
modernéjsich témat. Véfime, ze nékteré z novych (¢i nové pojatych)
pfikladi budou stat za pfevzeti i autorum sbirek budoucich.

Sbirka obsahuje jisté jesté dost chyb a nedokonalost{ (obzvlasté
v posledni kapitole, kterd byla doplnéna az na posledni chvili) a
budeme radi, kdyz na né ¢tenafi upozorni. Elektronickou verzi sbirky
povazujeme do jisté miry za otevieny projekt, kam mohou byt, tfeba
prozatim jen s provizorni a nehotovou grafickou upravou, pozdéji
pridavana i dalsi zajimava témata. Budeme vdécni za reakce popi.
ndméty novych piikladu, elektronickd verze této knihy by jim méla
byt oteviena.

Sbirka je urcena pro 1.-5. roénik MFF UK, pficemz pievahu
tvoii pitiklady urcené skutecné pro prvni roénik. Mnohé elegantni
aplikace linearni algebry vsSak potfebuji hlubsi znalosti i z jinych
obortu. Zdalo se ndm skoda sem nezafadit , a¢ kromé dobrych znalost{
LA vyzaduji pokrocilejsi znalosti tfeba z analyzy, teoretické fyziky
nebo pfinejmensim vyzaduji zdjem o dalsi obory matematiky, jakymi
jsou kombinatorika ¢i diskrétni matematika obecné. Prosté matem-
atika je jen jedna (coz je z hlediska LA obzvlasté dobfe patrné), je
navic provazana s fyzikou a ostatnimi védami, dokonce i jejf klasické
oblasti jsou stile ve stadiu vyvoje. Toto védomi chce nase sbirka
mezi studenty téchto obort a obecné uzivateli LA déle posilovat.

Karel Vyborny, Milo§ Zahradnik

1Kopirovani beze zmény, pokud se déje v pfiméfeném rozsahu, povazujeme
za vyraz nejvyssiho uzndni tém, jejichz text kopirujeme.
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1 Geometrie a soustavy rovnic

1.1 Jedna obycejna soustava linearnich rovnic

Ukol: Naleznéte vSechna reseni soustavy

|
—

2z + (24 24)y + 2iz
1-9dz+ 14+3)y+ (i—1)z = 0
I+d)zc+ (1-9)y+ (1+0)z = 1.

Reseni: Soustavu zapiSeme pomoci roziifené matice a radkovymi
Upravami ji pfevedeme na horni trojihelnikovy tvar (¢i pfesnéji tvar,
kdy je v (n + 1). Fadku zleva alespoii o jednu nulu vice nez v fddku
n-tém).

2)=2:(2)-(1-9)-(1)
2 242 2 |1\ @=2@)-0+)0)
1-i1+3ii-10 —
144 1—4 1441
2 2+2i 2 1
— 0 —2+6i —4|—1+3
0 2—-6i 4| 1—3i
@=B)+(2) [2 24+21 2 1
— 0 —2+6i —4|—1+3
0 0 0 0

Z posledniho fadku vidime, ze celd soustava obsahuje jen dvé
nezavislé rovnice (a neobsahuje vzdjemné si protifeici rovnice —
to by odpovidalo napfiklad poslednimu fddku (0 0 0 |1)), a bude mit
proto nekoneéné mnoho feseni.

Nejprve nalezneme jedno (libovolné) feseni (z,y,2)T takto u-
pravené nehomogenni soustavy. Posledni fadek neklade zadnou
podminku na z, zvolime si napiiklad? z = 1. Ze druhého Fadku
dopotitdme y = (4z — 1 +1)/(—2 + 6i) = —1i a kone¢né z prvniho
fadku z = (1 —2iz — (2+2i)y) /2 = —Li. Partikuldrn{ Fesend je tedy
(=31, —3i,1)7.

27de miizeme volit libovolné &islo, Fidime se jen podle toho, s &m se ndm
bude pozdéji lépe pocitat.
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Daéle budeme hledat vSechna feSeni odpovidajici homogenni sous-
tavy, tedy

2 242 20 |0 2 242t 200
1—¢1+3:-10)] = -+ = | 0 —2+67 —4|0
147 1—-% 1420 0 0 010

Homogenni soustava ma vzdy tu vlastnost, ze pokud jsou néjaké
vektory (z,y,2)T a (z',9,2")T jejimi feSenimi, pak i vektor (Az +
px', Ay + py', Az + pz')T je fesenim pro libovolné A, € C. Redenf
homogenni soustavy linedrnich rovnic tedy tvoii vektorovy prostor,
a abychom jej popsali, sta¢i najit jeho bazi, nebo fe¢eno jinymi slovy,
najit véechna linedrné nezdvisld feseni (maximdln{ mnozinu linedrné
nezdvislych fesenf).

V naSem piipadé bude existovat jediné nezdvislé feSeni (tii
nezndmé, dvé rovnice) a najdeme ho podobné jako FeSeni par-
tikuldrni. Posledni fddek neklade podminku na z, zvolime tedy?
z = 1 a z druhého fddku dopocitdme y = 4z/(—2+6¢) = —(1+3i) /5.
Vidime, ze si muzeme zjednodusit zivot, kdyz misto z = 1 zvolime
z = 5; pak vyjde samoziejmé y = —1 — 3¢ a konecné z = —i — 2.
Obecné feseni homogenni soustavy je proto A(—i — 2, —1 — 3i,5)7,
reC

Libovolné feSeni celé (nehomogenni) soustavy lze tedy zapsat ve
tvaru (—%i, —%i, 1T + A(—i—2,-1—3i,5), X € C. Tato mnozina
tvoti afinni vektorovy prostor: netvoii tedy vektorovy podprostor
C3, m4 tvar ,,vektor plus vektorovy podprostor” (jinak feceno, je
to prvek faktorprostoru C*/C). *KV

1.2 Soustava 4 x 4 s parametrem

Ukol: Reste soustavu vzhledem k parametru a € R

1
1
a
1

e

111
all
lal
11a

=== Q

3Zde nelze volit z = 0, protoze pak bychom dostali trividlni feseni z = y = 0.
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Reseni: Mizeme gaussovsky eliminovat:

(1)=(4)

alll]|l (1 111all
tat1|1 | W7 1a11)1
11al|l 11lal|l
111a|l alll|l
(4)=()+(2)
(2)=(1)-(2) a v dalsim
(3)=(1)—(3) 1 1 1 a kroku
(4):11))_(4) 0 1 —a 0 a— 1 0 (4):ﬁ+(3)
0 0 1—aa-1 0
0a—la—1a2—-1|a-1
(2)=(2)/(a-1)
1 1 1 a 1 (3)=(3)/1(a_1)
0l-a 0 a—1 0 i
0 0 1—-a a—1 0
0 0 0 (a+3)(a—1)|a—-1
11 1 a 1
0-10 1 0
00 -1 1 0
00 0 (a+3)|1

tedy pro a € R\ {1, —3} jde o soustavu nezavislych rovnic s jedinym
feSenim z = (z1,22,%3,74) = (a—_}_?’, alﬁ’ ﬁ, a—_}_B) Prohazovén{
rovnic v prvnim kroku ndm uSetfilo vice prace, nez se muze zdat:
pokud bychom totiz pouzili béhem eliminace dpravu typu (2) =
a-(2) + ..., museli bychom piipad a = 0 diskutovat zvlast (stejné
jako to udéldme pro a = 1), nebot pro a = 0 nenf tato tiprava ekvi-
valentni. V nasem postupu se mohlo nejvyse stit, ze jsme napiiklad
pricetli ke étvrté rovnici nulovy ndsobek jiné rovnice, coz je dovoleno.
Pro a = —3 jsme dostali soustavu

1 1
10
-1
0

-3

SO o
OO'
O = =
_ o o
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kterd nemd feseni (posledni rovnici nelze splnit).

Pro a =1 jsou v soustavé ¢tyfi shodné rovnice a hledame proto
v R?* obecné fedeni rovnice z1 + 2 + x5 + x4 = 1. Nejprve na-
jdeme jedno partikuldrni 7eseni — napft. (1,0,0,0). Pak nalezneme
v R* obecné feSeni homogenni rovnice z; + z3 + @3 + x4 = 0,
tedy linedrni kombinaci kterychkoli ti{ linedrné nezavislych fesSeni
homogenni rovnice (neboli kterékoli baze prostoru feSeni rovnice,
napiiklad (1,-1,0,0), (0,1,—1,0), (0,0,1,—1)). Obecné feseni pro
a =1 je proto

(1,0,0,0)+a(1,—1,0,0) +8(0,1,—1,0)+~(0,0,1,-1), o, 3,7 € R.

Specialné tuto soustavu lze vyfesit i ,,upfenym pohledem”, kdyz
vyuzijeme jeji symetrii (co mdme na mysli ,,symetrii” vysvétlime za
chvili): nejprve budeme postupovat intuitivné. Ctyfi rovnice sous-
tavy nec€ini rozdilu mezi nezndmymi x1, ..., x4, a tedy by mélo platit
1 = T3 = T3 = T4 = z. Dosazenim do libovolné z rovnic méame
3z4+az =1, tedy z = 1/(a+ 3) pro a # —3. Vsimnéte si, ze pro
a = 1 jsme nezjistili zddné vyznacné chovani.

Nyni upfesnime, co mame na mysli symetrii soustavy: pokud
v celé soustavé libovolné zaménime proménné z1, ..., x4, dostaneme
opét puvodni soustavu. Napriklad, piSeme-li vSude x> misto z3 a
naopak, stane se z druhé rovnice tieti, ze tfeti rovnice druhd a
prvni a étvrtd rovnice se nezméni. Celkem jsme ale dostali zase
puvodni soustavu. Z toho plyne, Ze pokud je fesenim (z1, 2, T3, Z4),
pak i napiiklad (z1,z3,z2,z4) musi byt FeSenim. Tuto dvahu lze
zopakovat pro libovolnou dvojici proménnych, takze pokud ma mit
soustava jediné feSeni, pak z toho plyne, ze 1 = x3 = 3 =

4 (k tomu ale samozfejmé potiebujeme invarianci vaéi 11bov01ne
zdméné proménnych). Pokud mé soustava feSeni vice, pak takto
nalezneme jen jediné z nich.

Piedchozi dva odstavce lze shrnout i jinak: pokud vSechny ctyfi
rovnice secteme a délime (a + 3), dostaneme z; + zo + 23 + x4 =
4/(a+ 3). Pokud tuto rovnici odecteme postupné od prvni az étvrté
rovnice dostaneme (a—1)z; = 1—4/(a+3) proi = 1,2, 3,4, coz déva
nas vysledek. Tentokrat vidime také, ze pro a = 1 nastava vyznacny
pripad, ale museli jsme zase na oplatku trochu pocitat. *PK,KV
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1.3 Odpor osmisténu

Ukol: Procvicte si fesenf soustav linesrnich rovnic. Meéjte dratény
pravidelny osmistén. Kazd4 z jeho dvandcti hran necht m& odpor R.

yexs

a) Privody jsou piipojeny na protéjsi vrcholy a prochézejici proud
je I. Spoctéte napéti mezi témito vrcholy. Vyuzijte maximalné
symetrie problému.

b) Zopakujte predchozi bod, ovsem s privody na sousednich vrc-
holech.

Reseni:

a) V kazdém vrcholu konéi 4 hrany. Diky symetrii musi v prvnim
ptipadé do kazdé hrany téci proud %I . Napéti na kazdé z téchto 4
hran je }IRI , totéz plati i pro protéjsi 4 hrany. Celkové jsou mezi
protej$imi vrcholy dvé takové hrany, &ili celkové napéti je rovno
23RI = LRI, coz je odpovéd na prvni otézku. Ctyfmi hranami
Ctverce v roviné kolmé na spojnici pfipojenych vrcholi neprotéka
diky symetrii zadny proud.

b) Na obrdzku jsme oznacili proudy I;.
Diky symetrii problému jsme mohli oznadit
nékteré proudy protékajici riznymi hranami
stejnym symbolem. Krouzky oznacuji elek-
trické pfivody. Kontinuita proudu u pfivodi,
resp. kontinuita proudu ve vrcholu vlevo up-
rostfed, resp. kontinuita proudu v hornim vr-
cholu (Kirchhoffav zdkon poprvé) ndm déva
rovnice

h+L+2,=1, I—I13—-2;=0,
(1-1)(L+15) = 0.

1
Vsimnéte si, ze posledni podminka je trividlni pravé proto, ze hogn)i
vrchol lezi symetricky mezi pfivody. Podminky pro napéti na piedni
sténé, zadni sténé a levé sténé (Kirchhoffiv zdkon podruhé) davaji
postupné

R(I, -2I;) =0, R(Is—2I5)=0,R(I,+Is—1)=0. (2)
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Ostatni podminky jsou diky symetriim bud totozné s podminkami
(1) a (2), nebo jsou to jejich soucty a rozdily, (¢emuz fikdme linedrni
kombinace).

Pohledem na (1) a (2) zjistime, ze mdme 5 netrividlnich rovnic
pro 5 nezndmych. Vyjédienim Iy, = 1I; a I3 = 2I5 z (2) a dosazenim
do posledni rovnice z (2) a do (1) dostdvame t¥i rovnice pro I, I3, I5

Iy + I — %Il =0, 2+, =1, I,—4I;=0.
Sectenim ¢tyinasobku prvni rovnice s tieti rovnici dostavame rovnici
5L,—2 =0 = I=2I

a dosazenim do druhé rovnice v (3) mame
2h+2L =1 = I,=31

Napéti mezi piivody je tedy RI; = 15—2RI . xLM

1.4 Soustavy linearnich rovnic a elektrické ob-
vody

Ukol: Uvazujme néjakou elektrickou sit obsahujici zdroje ste-
Jjnosmérného proudu a spotiebiée (odpory). Formalné ji Ize popsat
jako (orientovany 2-souvisly) graf o N vrcholech, ve kterém kazdé
vétvi (hrané) je pfifazena velikost a smér protékajicitho proudu. Tyto
proudy vyhovuji Kirchhoffovym zdkontim

> IL;=0, k=1,...,N (3)

Ji(kj)eH

> ILjRij= Y Uj, C jelibovolny cyklus v H, (4)
(4,5)€C (4,5)€C

kde Ii; znamend proud tekouci hranou spojujici j-ty a k-ty vrchol
(uzel) grafu a U;j, resp. R;; oznacuje elektromotorické napéti zdroje,
resp. odpor v prislusné vétvi (hrané). V (3) se scitd pres vSechny
uzly j spojené s k-tym uzlem hranou (co# znacime (kj) € H, H
je mnozina viech hran grafu), ve (3) je tedy tolik rovnic, kolik je
vrcholt grafu (uzli v obvodu). V (4) se s¢itd pies vSechny hrany (ij)
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obsazené v daném cyklu grafu; v (4) je tedy tolik rovnic, kolik je
v celém obvodu cyklu (uzavienych smycek).

Dokazte, ze soustava rovnic (3) a (4) md jednoznacné feseni pro
dand napéti U;; a odpory R;; > 0.

Reseni: Kdyby existovala dvé riizné fe§eni Kirchhoffovych zékont,
potom bychom jejich odeétenim dostali netrividln{ feSeni pro tentyz
obvod, avSak bez zdroji napéti. Odhlédnéme nyni na chvili od
fyzikaln{ interpretace, podle niz je takové reseni neptipustné (nebot
bez baterie ndm v obvodu proud nepotece), a podivejme se na
linedrné algebraickou podstatu problému. Na feSeni této ulohy
budeme demonstrovat jednu praktickou metodu feSeni elektrickych
obvodd, tzv. metodu uzlovych napéti.

Na nasem grafu zavedeme potencidl u (jakozto funkci na vr-
cholech grafu) nésledujicim zpusobem. Vybereme libovolny uzel
grafu, necht je to tieba uzel 1, a piifadime mu potencidl u; = 0.
Pro libovolny jiny uzel k existuje diky souvislosti cesta #1i3...%p,
spojujici jej s uzlem 1, tj. 1 = 1, 2, = k. V uzlu k pak definujeme
potencidl (zapis je jenom formdlni — musime byt trochu opatrni
s orientaci proudu a polaritou napéti)

n—1
Uk = Z (Uiﬂ'j+1 - Iijij+1Rijij+1) :
j=1
Diky druhému Kirchhoffovu zdkonu (4) je tento potencial dobfe defi-
novan, tj. nezévisi* na volbé cesty spojujici vrcholy 1 a k.

Kazdému fesen{ (3) a (4) 1ze takto pfipsat potencidl a naopak ze

znalosti potencidlu muzeme jednoznaéné rekonstruovat proudy podle

1
Rij (ui — Uy + U,LJ)
Budeme tedy hledat potencidl (a pro n&j také dokdzeme jed-
noznaé¢nost FeSeni), pficemz rovnice (4) jsou pak splnény automat-
icky a rovnice (3) pfejdou na

1

—(uk —u;j +Uxj) =0, k=2,...,N. (5)
kj

Iij =

3, (kj)EH

4Pokud do cesty 41,...,i; pfiddme libovolnou smyéku C, pak se up zméni
0>, jyec Uis — 2(s,5yec Rijli; = 0.
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Uvazujeme pfitom rovnice pro viechny uzly k # 1, pro k = 1 uz je
rovnice (5) linedrné zavisld na rovnicich ostatnich, nebot nezndmych
jejen N —1 atoug,...,un.

Vidime, ze kdyz soustavu (5) pro potencidly uj zapiSeme mati-
cové jako Zu = U s vektory

u=(ug,...,un)’, U:( Z Usj/Raj, - .- Z UNj/RNj)j:

3,(24)eH 5 (Nj)eH

potom v k-tém Fadku ¢tvercové matice Z bude v k-tém sloupci ko-

eficient 1
Zyr = —_—
e Z Ry;
J,(kj)EH

a v j-tém sloupci (j # k) koeficient

P —1/R;j; pokud (jk) e Haj#1
*=0 jinak,

samoziejmé bereme Ry; = Rjx.
Diky R;; > 0 budou elementy matice Z spliiovat nerovnost

Z|ij|§|Zkk|, k=2,...,N, (6)
j#k

pricemz existuje takové k, ze pro néj nastane ostrd nerovnost (jsou
to pravé ty uzly, které jsou spojeny s uzlem 1). Rikdme, 7e Z je
diagondlné dominantni.

Zbyvé dokdzat, ze za podminek (6) uz je matice Z reguldrni.
Necht tedy (pro spor) existuje né&jakd netrividlni linedrni kombinace
radkd matice Z, kterd je nulova, tj. existuji ¢isla aj, z nichz aspon
jedno je nenulové, ze

N
Y ajZj =0, Vk=2,...,N.
j=2

Jestlize nemaji vSechna a; stejnou velikost, vybereme z nich takové
aj,, které je v absolutni hodnoté nejvétsi. Pro jo-ty sloupec matice
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Z potom plati (pouzijeme (6))

\@jo Ziniol = | Y 0 Zjj| <
J#jo
> aiZjjol < lajol Y 1Zi0l < lajo Zjojol »
Jj#jo Jj#jo

coz je spor. Jestlize jsou vSechna a; v absolutni hodnoté stejné velka,
dostaneme spor analogicky tak, ze se podivime na ten sloupec, pro
ktery nastane v (6) ostrd nerovnost.

Na zavér poznamenejme, ze stejnou myslenku lze pouzit i pro
dikaz jednoznacnosti feSeni Kirchhoffovych zdkonu v piipadé ob-
vodu se stfidavych proudem. Tam se kondenzitorum a civkiam
pfifazuji misto odpori obecné komplexni impedance. Pro jed-
noznacnost feSeni pak bude stacit, kdyz napiiklad impedance kazdé
soucastky bude mit kladnou redlnou cast. *TB
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2 Hratky s grupami a permutacemi

2.1 Grupova rozcvicka aneb Symetrie ctyisténu

Ukol: Popiste grupu symetrii tetraedru a ukazte, e neni komuta-
tivni. Naleznéte vSechny jeji netrivialni podgrupy neobsahujici zr-
cadlenf a zjistéte, které jsou komutativni. Studujte strukturu grupy
i podgrup (rozlozte je na soucin podgrup). Srovnejte s rozkladem S,
v kapitole ,,Resil byste rovnici patého stupné?” Péstitelské prirucky
[PLA].

Prvkem symetrie daného télesa je kazdé shodné zobrazeni (tj.
které zachovdvd vzdélenosti libovolnych dvou bodi), které zobrazi
téleso samo na sebe. Pro ¢tyistén to znamend, ze zobrazi kazdy z vr-
choli do nékterého z vrcholi.

Reseni: Kdo nemé zkugenosti s grupami, necht si nejprve ovéii, ze
mnozina symetrif ¢ehokoliv je skutetné grupa (s operaci sklddéni):
to znamena, ze skladani je uzaviené, asociativni a ma jednotkovy a
inverzni prvek. Studium symetrii je hlavni aplikaci teorie grup.

Odpovéd na prvni otdzku je velmi jednoduchd. Oznaéime-li vr-
choly &isly 1,2,3,4, je grupa symetrii izomorfni s grupou permu-
taci této mnoziny Sy (symetrickou grupou). A pro¢? Je ziejmé, ze
S; obsahuje vsechny symetrie, nebof pii shodném zobrazeni za-
chovavajicim tetraedr se libovolny vrchol jednoduse musi zobrazit
zase na misto nékterého z vrcholu. Naopak libovolnd permutace
predstavuje symetrii, nebotf libovolné dva vrcholy jsou vidy ve
stejném vztahu, tedy sousedi. Nemiuze se proto stat, ze by se néktera
hrana (¢ jind vzddlenost dvou bodi) natéhla ¢i zkratila.

Geometricky se jednd o tyto symetrie: rotace o +120° kolem os
prochézejicich vrcholem a stfedem protilehlé stény (8 ruznych), ro-
tace o 180° kolem os, které spojuji stfedy dvou protilehlych hran (3
ruzné) a identitu; to je celkem 12 primgch symetrii, odpovidajicich
sudym permutacim A,. Zbylych dvanict operaci ziskdme slozenim
libovolného zrcadleni s (které zachovdva Ctyfstén; rovina zrcadleni
prochdzi jednou hranou a je kolmd na protéjsi hranu) s postupné
jmenovanymi pfimymi symetriemi; takto ziskdme 12 ruznych lichych
permutaci, mezi nimi i jednoduchd zrcadleni.
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Obrézek 1: Symetrie ¢tyisténu: zrcadleni, rotace kolem dvoucetné a
tiicetné osy.

Oznaéfme-li S; = {1,s} (grupu® generovanou onfm jednfm zr-
cadlenim), pak jsme pravé fekli, ze Sy je kartézskym soucinem dvou
svych podgrup A4 a S3; kazdy prvek g € S, 1ze zapsat napiiklad jako
as, a € Ay, s € Sy. Vsimnéte si, ze s (tedy Sp) mizeme vybrat vice
zpusoby a stéle dostaneme stejnou S,. Pokud ale zvolime S; pevné,
je pro kazdé g € Sy rozklad g — (a, s) jednoznaény. Takovy rozklad
je jednoznaény pro libovolnou podgrupu.

Nyni jsme ale grupu rozlozili pouze jako mnozinu prvkid a
nezajimali se o to, jak operace na grupé ,,dodrzuje” tento rozklad.
Nasim cilem je psdt gigo = g3 jako (a1,s1) * (az,s2) = (as,ss3);
chceme rozlozit i grupovou operaci: ndsobeni dvou prvki g1, g2 v Sy
probéhne tak, ze kazdy rozlozime na dvé slozky, a provedeme uréitou
operaci s prvnimi slozkami (pfi¢emz zustdvame v A4) a pak urcitou
operaci s druhymi slozkami (zustdvdme v S2) a ziskdme pfimo rozk-
lad vysledku g1g2 do slozek. Tim definitivné rozdélime S; na dvé
mensi ,,nezavislé” Casti.

Jak musi vypadat operace *? Nejjednodussi myslitelny predpis
(a1, 51) * (a2, 82) = (a1a2, s152) nefunguje, nebot to bychom tvrdili,
ze a181a282 = g192 (tedy to, co je vlevo) je totéz co ajazsisa (to, co
je vpravo). Prvky z grup A4 a S, spolu ale nekomutuji, takze musime

5Miizeme si ji pfedstavit jako {1, —1} s operaci ndsobeni. Tomuto ztotozn&n{
se fika izomorfismus.
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vvvvv ,

pouzit slozitéjsi predpis
(a1, 51)(az, s2) = (alslagsl_l, 5182).

Ten odpovidé ajsiagse = a; slazsl_lsl S, coz plati. Abychom splnili
naSe predsevzeti, Zze ndsobeni ,,na prvnim misté” se bude odehravat
pouze v A4, musime k tomu predpokladat, ze A4 je invariatni pod-
grupa®, tedy ze pro libovolné s; € S, ziistane slagsfl stale v Ay4.
Tento piedpis se zapisuje jako (a1, s1)(az,s2) = (a1 (a2),s152) a
mame jim na mysli, Ze jsme kazdému prvku ze Sy pfifadili pomoci
f néjaky automorfismus Ay — Ay4; zde jsme tedy k sy priradili zo-
brazeni a; — slalsl_l, coz je druhd nejjednodussi volba f, kterd
muze nastat. K nejjednodussimu piikladu se vratime za chvili.

Cely tento popis se zapisuje jako grupové ndsobent’ Sy = Ay x/S,
(polopFimy soucin dany zobrazenim f : So — Aut(A4)) & Sy =
Sa/Ay4, Cili faktorizace (rozlozeni) grupy Ss4 na tiidy Ay -1 a Ay - s.

Zaméfme se nyni na podgrupy A4 a odlozme nekomutativitu. N&s
plan bude najit vSechny malé (a dobfe ,,viditelné”) podgrupy a zk-
oumat, co vznikne za grupu, kdyz k takovym podgrupdm pfiddme
dalsi prvek. V A4 jsou obsazeny cyklické podgrupy, tedy ty, které
jsou izomorfni se Z, (s¢itdnim modulo prvoéislo p). Jsou tudiz vzdy
komutativni a typicky se jednéd o rotace kolem n-cetné® osy syme-
trie; takové podgrupy najdeme &tyfi tiiprvkové Zs (rotace o 120°,
t1,t2,t3,t4, jejich inverzni prvky a identita) a tfi dvouprvkové Zs
(rotace o 180°, di,d2,d3). Slozenim dvou ruznych rotaci o 180°
dostaneme rotaci o 180° podle tieti dvoucetné osy:

[1,2,3,4] — [2,1,4,3] — [3,4,1,2], nebo didy = ds

¢ili vidime, ze vSechny rotace o 180° tvoii (Etyiprvkovou) pod-
grupu, kterd je v [PLA] oznacena By; ta je samoziejmé® izomorfni
s kartézskym soucinem Z; se Zo s operaci s¢itani po slozkach, tzv.

6Coz je pravda: A4 jsou sudé permutace, tedy 2!

permutace. Pouziva se také pojem normélni podgrupa.

7Svisla Garka se piSe u grupy, kterd neni invariantni. Mnemotechnickd
pomucka: vezmete-li prvek z A4, prozenete ho grupou S (pomoci automorfizmu),
dostanete opét prvek z Ag.

80sa, vzhledem ke které je rotace o 27 /n symetrii.

9V piikladu 2.4 je vysvétleno, pro¢ existuji pouze dvé neizomorfni &tyfprvkové
grupy. Cyklick4 a diedrick4 (definovand vatahem a2 = b2 = c2 = 1).

az, a € A4 je opét suda
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diedrickou grupou Do, a tedy je i komutativni. V geometrickém mod-
elu B4 vidime komutativitu tak, Ze slozenim rotaci o 180° kolem dvou
os dostaneme rotaci kolem tieti osy, a ta je jen jedna (nezavisle na
tom, v jakém pofad{ jsme ony dvé rotace slozili).

Diedrickou grupu (viz také 2.2) lze opét ziskat pomoci grupového
nésobeni Z, a Zs. Prvek d; € Dy zapiSeme jako (r;,s;), 7i,8; € Zo 1°
a nasobeni nyn{ miizeme (na rozdil od Ay x/ Z,) provést jednoduseji:
(r1,81) * (r2, 82) = (r172, 8182), a to diky ras7 = s172. V terminologii
polopiimého soucinu to znamend, ze f pfifadi kazdému s; identitu
(piesn&ji identicky automorfismus), &ili af (r2) = ro. Tento piipad
se nazyva primy soucin a znali se Do = Zy X Zs.

Kdyz slozime dvé rotace okolo dvou trojéetnych os, vznikne ro-
tace okolo osy dvoucetné:

[1,2,3,4] d [3,1,2,4] — [3,4,1,2], nebo t1te = d;

Z toho jiz plyne, ze v A4 dalsi podgrupy nenalezneme. Pfedstavme
si, jak bychom takovou podgrupu budovali: k identité bychom ptidali
ngjakou z uvedenych rotaci. U t; bychom kvuli dplnosti museli
pridat i tfl. Pokud bychom ptidali je§té napiiklad ¢5, museli bychom
zahrnout i di,ds,ds, a tudiz posléze i t3,ts. Pokud bychom pfidali
dl, ziskali bychom t2_1 (tltg =di = ditito =1 = dit; = t2_1).
Podobné muzeme rozebrat i pfipad, kdy bychom zacali s d; a ptidali
t;. Mazeme takto rovnéz ukézat, ze By je invariantni podgrupa Ay,
a z toho plyne Ay = By x7 Zs.

Podgrupy neobsahujici zrcadleni jsou te- .
dy A4, Dy a cyklické grupy: tii Zs, a Ctyfi Zs. 1
Dodejme, ze cyklické grupy Z, nelze rozlozit t1 / (
v soucin, pokud je p prvocislo ¢i mocnina 3 4) $
prvocisla (prvni pfipad je jasny; ve druhém
si uvédomte, ze Zo X Zy = D2 # Z4). V Sa  Obrézek 2: Cyklické
je obsazeno nékolik (dvojic) cyklickych pod- podgrupy v S4, které
grup, jejichz cykly se ,,protinaji”, ale neleii se ,,protinaji”.
na sobé. Prvky takovych cykla s nejvétsi
pravdépodobnosti nebudou komutovat (vskutku, napiiklad st; # t1s
— viz obrazek 2). Pro lepsi ilustraci si predstavte Rubikovu kostku,

10Nezapomeneme ale, ze r; € {1, 2} a s; € {1,2'}, kde 2, 2’ jsou rlizn zrcadleni
(tj. —1 na prvnim misté neni totéz, co —1 na druhém misté).
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kde d; znamend otoéeni vodorovného prostifedniho pasu o 90° a ¢
otoCeni svislého prostfedniho pdsu o 90° (¢1, di by nyni generovaly
dvé ¢tyfprvkové podgrupy). Kde se ocitne policko z priseéiku obou
pésu pfi t1d; a kde pii dit1?

Zcela na zavér poznamenejme, ze grupa
symetrii ¢tyfsténu je podgrupou symetrii
krychle Lg. Zvolime-li totiz v krychli sté-
nové dhlopficky v protilehlych sténich (a
, to ty dvé, které nejsou rovnobézné), vidime
v nich dvé protilehlé hrany étyfsténu.

Kazdé shodné zobrazeni, které zacho-
vava tento Ctyfstén zachovava samoziejmé
i ,,opsanou” krychli. Naopak to ovSem ne-
plati, rotace o 90° Ctyistén ziejmé neza-
chovéavaji. Lze ukdzat, ze Lg = Sy 17 S,.

*KV

Obrézek 3: Symetrie
tetraedru tvoif pod-
grupu symetrii krychle.

2.2 Jednoduché grupy

Ukol: Dokazte, Ze nasledujici mnoziny jsou grupy a naleznéte pocet
jejich prvku, ktery téz nazyvdme tddem grupy. Urcete, které pdry
grup v seznamu jsou vzajemné izomorfni'! a které grupy jsou komu-
tativni.

e Mnozina Z, = {0,1,...n — 1} se s¢itanim modulo n. Slovo
,,modulo n” znamena, ze z vysledku vzdy vezmeme jen zbytek
po déleni n.

e Mmnozina vSech permutaci n prvku. Tuto grupu znalime S, a
nazyva se symetrickd grupa.

e Mnozina A,, vSech sudych permutaci n prvku.

e Mnozina D,, viech geometrickych operaci (rotaci a zrcadleni),
které ponechdvaji na misté pravidelny n-uhelnik pro n > 2;
pravidelnym dvojihelnikem budeme rozumét tenky obdélnik.

11prvky izomorfnich grup lze jednoznaéné pfifadit n&jakym zobrazenim ¢ tak,
ze ¢(zy) = ¢(z)P(y), tudiz dvé izomorfni grupy lze povazovat za stejnou grupu,
kde jen prvky nazyvame riznymi jmény; misto znacky pro izomorfismus si proto
dovolime uzivat rovnitko.
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e Mnoziny L4, Lg, Ls, Li2 a Lyg vSech izometrii (symetrii)
kazdého z péti pravidelnych Platénovych téles (Ctyfsténu,
krychle, osmisténu, dvandctisténu a dvacetisténu).

e &
Le® e

Obréazek 4: Pravidelnad télesa. Zleva: Ctyfstén, krychle, osmistén,
dvanictistén a dvacetistén.

Reseni: Vsechny uvedené mnoziny maji neutrdlni prvek, v aditivni
grupé Z, je jim prvek 0, u grup permutaci je jim identickd permutace
1, u geometrickych grup geometricka identita 1, ponechavajici geo-
metricky objekt na misté. VSechny uvedené mnoziny maji inverzni
prvek ke kazdému svému prvku a jsou uzavreny vzhledem ke grupové
operaci: soucet a + b modulo n v grupé Z, opét nalezi mnoziné Z,,
permutace slozend s jinou permutaci dd zase permutaci, stejné tak
kazda mnozina geometrickych operaci definovand tim, ze ,,néco” za-
chovava, je uzaviena na ndsobeni, jelikoz pokud b i a ,,néco” za-
chovava, potom to zachovava i ab. Jakakoliv kompozice je asocia-
tivnd, soudin (ab)c = a(bc) odpovidd jednoduse postupnému prove-
deni operaci ¢, b, a.

Jaké jsou fady grup? Z, méa zjevné n prvka, S, mé n! prvka.
Grupa A, pro n > 1 md n!/2 prvki; sudych a lichych permutaci
musi totiz byt stejné, protoze je lze jednoznacné piifadit ndsobenim
néjakou transpozici'? (kterd existuje pro n > 1).

Stejné tak grupa D, symetrii n-tihelnika'® obsahuje 2n prvki:
n ruznych rotaci plus zrcadleni (osovd soumérnost) vici n ruznym

12Permutace, kterd se od identity 1idi jen tim, Ze prohodi dva prvky.
13Tyto symetrie si lze dobfe pfedstavit takto: o&islujeme-li vrcholy 1 az n,
pak operaci symetrie odpovidd takovd permutace téchto &isel, kterd zachovava
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osdm. Tato zrcadleni lze také chipat jako kompozici jednoho zvo-
leného zrcadleni a jednoho z m moznych otoceni. VSimnéte si, ze
také grupa Dy symetrii obdélnika ma 2n = 4 prvky.

Daéle budeme mluvit o symetriich, nebo také o izometriich, pokud
budeme chtit zduraznit, ze operace zachovava vzdalenosti.

Nejslozitéjsi jsou grupy L;. Uvazujme nejprve dvanictistén, ktery
ma 12 pétidhelnikovych stén. Izometrie musi zobrazit zvolenou sténu
na jednu z 12 stén a muze tento pétithelnik otocit ¢i zrcadlit celkem
2-5 = 10 zpusoby (jako fad Ds), L;» m& tedy 120 prvki. Kupodivu
i Log ma obdobné 20-2-3 = 120 prvki. Stejnou taktikou zjistime, ze
g m4 8-2-3 = 48 prvku a g mé také 6 -2 -4 = 48 prvku. Nakonec
L4y md 4-2-3=24=4! prvka.

Lze se ptat: je ndhoda, ze ;o i Ly maji 120 prvka? Neni to
néhoda, tyto grupy jsou ve skutec¢nosti izomorfni, jelikoz kazdy vr-
chol dvanictisténu lze ztotoznit se sténou dvacetisténu (a naopak).
Totéz plati pro krychli a osmistén. Zminéné dvojice téles jsou dudini,
jak se lze docist v [PLA] v kapitole Dualita (15.2). Uplny seznam
izomorfnich grup v naSem piipadé je

A3 =73, I =L1a, Lg=1Ls, D3 =83, IL4=S84.

Prvni rovnost ukazuje, ze sudd permutace 3 prvku je identita nebo
cyklus, posledni dvé plati proto, ze libovolnd permutace 3 resp.
4 vrcholu rovnostranného trojihelnika resp. Ctyfsténu je izometrif
(vSimnéte si, ze obé grupy maji 6 resp. 24 prvkia). Také lze najit
rovnost Dy = Zy X Zy (srov. s pitkladem 2.1), jelikoz symetrie
obdélnika lze vnimat jako dvé nezavislé a komutujici grupy Zs, které
ho pfevraceji podle svislé nebo vodorovné osy. Co se tyce komuta-
tivity, z daného vyctu grup jsou komutativni

Zna Sl :Zl :Al :Ag, SQZZQ, ]D)QZZQXZ2, A3:Z3

vy

jak lehce ovéfite, ostatni grupy S,,A,,D, pron > 2 a L; jsou neko-
mutativni. *LM

vlastnost ,,sousedit s”. Tedy v praxi lze pouze ,,protocit” cyklus o 1 az n poloh
&1 obratit smér obihé&ni.
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2.3 Grupy a teorie éisel
Ukol:

a) Dokazte, Ze pro kazdou konecnou grupu G je jeji dd |G|
délitelny fddem libovolné jeji podgrupy P (Lagrangeova véta).

b) Pouzijte predchoziho vysledku k dikazu malé Fermatovy véty:
je-li p prvocislo an € N, potom nP a n davaji stejny zbytek pri
déleni p, neboli

n? = n(modp).

¢) Pro dané n € N ozna¢me ¢(n) pocet prirozenych ¢isel mensich
nez n a nesoudélnych s n (véetné jednicky, tzv. Eulerova
funkce). Dokazte, ze kdyz (k,n) =1 (kulatd zdvorka znamend
zde nejvétsiho spolecéného délitele), potom

k™ = 1(modn).

ReSeni: Na tvod pfipomenme dvé znidmé skutecnosti. Mnozina
M, = {0,1,...,p — 1} s operaci ndsobeni modulo p tvofi pro
prvoéiselné p grupu: inverzni prvek k m musi existovat, nebot &isla
0,n,2n,...,(p — 1)n dévaji ruzné zbytky po déleni p (pokud jn =
j'n(modp), pak p déli (j — j')n, coz nelze pro |j — j'| < p). Jelikoz je
jich p — 1, musi mezi témito zbytky byt i jednicka. Toto je v kostce
obsah piikladu 3.1.

Druha skuteCnost je, ze pro p neprvociselné tvoiri multiplika-
tivni grupu &isla z Mp, kterd jsou nesoudélnd s p. Dtukaz se provede
podobné.

a) P budiz podgrupa G = {g1, ..., gn} Pro libovolné g € G definu-
jeme levou t7idu gPP := {gp | p € P}. Dokazte si, ze relace ¢ na GXx G,
definovand g, 0g2 < Ip € P, g1 = gop, je ekvivalence (viz tilohu 2.6).
Je-li g € G pevny prvek, pak gP je mnozina vSech prvka G ekviva-
lentnich (podle ¢) s g. V8echny tiidy gP tvofi rozklad mnoziny G,
tzn. kazdé dvé takovéto tiidy jsou bud totozné, nebo disjunktni a
sjednoceni g1 PU...Ug,P = G. Zifejmé ale vSechny tfidy maji stejny
pocet prvku jako P (pfi dukazu pfedpoklddejte, ze dva prvky gP jsou
stejné), odkud uz plyne dokazované tvrzeni.

28



b) Uvazujme multiplikativni grupu G = {1,2,...,p — 1} s ndso-
benim modulo p. Kazdy jeji prvek n prostfednictvim nasobeni se
sebou samym generuje cyklickou podgrupu {1,n,n?,...,n" "1}, jejiz
fad 7 je nejmens{ pfirozené ¢islo takové, ze n™ = 1(mod p). Dle bodu
a) ale r déli fdd G, tj. p — 1. Plat{ tedy také

nP~! = 1(mod p)
a po prendsobeni celé kongruence n
n? = n(modp),

coz bylo dokazat. Pifedchozi ivaha samoziejmé plati jen pro n, které
neni délitelné p. V opa¢ném piipadé je ale tvrzeni trividlni.

Skutecnost, ze p je prvodislo, je potieba k tomu, aby G byla
grupa, pro p neprvoliselné nenajdeme vzdy inverzni prvek. Pravé
pro prvociselné p je G U {0} také téleso (s operacemi ndsobeni a
s¢itdn{) — viz pifklad 3.1. Zavérem dodejme, ze obracend implikace
k malé Fermatové vété neplati.

c) Vzpomenme si na okruh Z, = {0,1,...,n — 1} se s¢itdnim a
nésobenim modulo n. Tento okruh obecn& neni télesem, nebot pro
ty prvky k € Z,, pro které (k,n) > 1, neexistuje inverzni multip-
likativni prvek. Uvazujme nyni mnozinu P = {k € Z,, (k,n) = 1},
kterd tvoi{ s ndsobenim modulo n grupu, jejiz fad je pravé o(n).
Stejné jako v b) pak pro k € P vyuzijeme jim generované cyklické
podgrupy grupy P k tomu, abychom dokézali

E#™ = 1(modn).

*TB

2.4 Nevelké grupy
Ukol: Naleznéte viechny grupy s nejvyse 7 prvky.

Reseni: Jednoprvkové grupa je jedind, trividlni. V dvojprvkové
grupé méme kromé neutralniho prvku 1 (jehoz souciny s libovolnymi
prvky jsou ddny definici grupy 1k = k = k1) dals{ prvek, ktery
znatme (—1), a (—1)(—1) se nemuze rovnat (—1), jelikoz ,,krdcenim”
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zprava (které je v grupé povoleno diky existenci inverzniho prvku)
bychom dokdzali (—1) = 1. Existuje tedy jen jedna dvojprvkova
grupa, Zs, kterou si lze pfedstavit (reprezentovat) jako &isla {£1}
s ndsobenim, nebo tfeba soumérnost podle jedné piimky ¢i roviny.

Trojprvkova grupa obsahuje neutralni prvek, ktery zna¢me pro
zménu 0, a dal$i dva prvky 1,2. Znaéme operaci ,,+”. Analogicky
jako vySe, 1 + 2 se nesmi rovnat ani 1, ani 2 (krdceni zprava &i
zleva), tudiz 1 + 2 = 0. Podobné 1 + 1 uz nemize byt ani 0 (coz by
implikovalo 1 = 2), ani 1 (coz by implikovalo 0 = 1), ¢imz dochdzime
k prekvapivému zavéru 1 + 1 = 2. Podobné lze ukdzat 2+2 =1 a
2+ 1 =0 a mame tedy grupu Zs jako jedinou tiiprvkovou grupu.

Daéle se nam bude hodit, Ze je-li H podgrupou G, pak #ad H déli
fad G. Dukaz naleznete v piikladu 2.3.

Ctyiprvkova grupa obsahuje prvky 1,a,b,c. Nyni mize byt a2
rovno bud’ 1, nebo jednomu z prvki b, ¢, feknéme b (volba ¢ odpovida
jen piejmenovéni b, c). Pokud je a? = b, potom a* = b? = 1, protoze
fad kazdého prvku musi byt délitelem fddu grupy (rizné mocniny
a tvoif podgrupu {1, a,a?,...,a"~1} a mohou prostiidat nejvyse to-
lik hodnot, kolik m4 grupa prvki). Kazdopddné nalezneme néjaky
prvek tadu 2, bud a, nebo b. Zbylé dva pak maji ¥ad bud také
roven 2 a dostaneme grupu Zy X Zs, nebo maji fdd 4 a ziskdme
Zy4, kterd neni izomorfni Zy X Zs. Grupu Zo X Zso si lze jednoduse
predstavit jako {(z1,z2), z1,z2 € {0,1}} se séitdnim modulo dva
po slozkach. Grupa Z4 je naproti tomu ¢tyfprvkova cyklickd grupa,
tedy napiiklad {£1,+i} s ndsobenim.

Podobné pétiprvkovd grupa musi byt izomorfni Zs (a sed-
miprvkova Zr). Vsimnéte si, ze vSechny grupy s nejvyse péti prvky
jsou Abelovy, neboli komutativni grupy. Nejmensi nekomutativni
grupou je Sestiprvkova S3. Dalsi Sestiprvkova grupa Zg = Zs X Z3 je
opét komutativni. Klasifikovat grupy s nékolika prvky nebo Abelovy
grupy je snadné, na klasifikaci vSech kone¢nych grup musely pracovat
generace algebraikil a neddvno dokoncené vysledné dilo ma Fddove
tisice stran. *xLM
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2.5 Grupa generovana Pauliho maticemi

Ukol: Zkonstruujte multiplikativni grupu P, kterd je generovana
prvky io®,ioY,ioc?, kde i* = —1 at

(0% = () = () =1, o%0¥ =ic* = —o¥o®. (1)

Grupa generovand danymi prvky je nejmensi grupa, ktera je ob-
sahuje, tj. mnozina souéint libovolného poctu téchto prvki (a prvki
k nim inverznich) v libovolném poradi. Naleznéte fdd této grupy,
tridy konjugovanych prvki a jejich fady. Srovnejte s grupou Dy
symetrii ¢tverce a ukazte, zZe nejsou izomorfni navzdory stejnému
radu grupy.

Rada: zkuste chdpat ioc®Y* jako abstraktni algebraické objekty,
o kterych vime pouze to, ze spliuji vztahy 7. Premyslejte, jak by se
daly realizovat tieba jako matice.

Reseni: Uvedend grupa generovani io®,icY,ic? obsahuje osm
prvku:
P = {£1,+ic", ticY, tic*}. (8)

Kromé identického prvku a generatorui musime do grupy zahrnout
i (i0®)? = —1, jako# i inverzni prvky ke generdtorim (io’)~! =
—io7, kde j = z,y, z. Postupnym pronésobovanim ovéfite, ze (8) je
uzaviena na nasobeni, napiiklad io® -io¥ = —io*. R4d grupy je tedy
osm.

Co se tyce tif{d konjugovanych prvku, neutrdlni prvek 1 mg
vzdycky svoji vlastni tfidu, jak jsme fekli; fad prvku 1 je samoziejmé
1. Stejné tak prvek —1 mé svoji tfidu, protoze i ten komutuje se
viemi prvky grupy; jeho fad je 2, nebot (—1)2 = 1. Lze ovérit, 7e
pro véechna g,h € P je ghg~! = =h, tudiz ic® a icY nemohou
byt konjugované. Naopak ic” ~ —ic” (a podobné pro y, z), jelikoz
naptiklad

(i0?)(i0®)(i0¥) ™ = (i0Y)(i0?) = —io®. (9)

1V poslednim vztahu lze také cyklicky zaménovat indexy, aniz by to mélo vliv
na jeho platnost. Celkové jej lze zapsat o*od = iek]-lal, kde za k, j,l dosazujeme
z,y,z a s¢itdéme pfes index ! v duchu Einsteinovy sumaéni konvence. Symbol
kil je roven nule s vyjimkou piipadi e2¥% = g2%¥ = V%% = 1 V%% = g?¥T —
e*?Y = —1.
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Tudiz mdme pét ruznych tiid:
{{1},{-1},{ic®, —ic®}, {ic¥, —ic¥}, {ic®, —ic*}} (10)
R4d kazdého z Sesti prvka (+i07) je roven étyfem, zatimco v grupé
D4 méme jen dva prvky faddu 4 (rotace o £90°), tudiz tyto grupy
nemohou byt izomorfni. Shodny fad je nutnou, nikoliv postacujici,
podminkou pro izomorfnost.
Pro zajimavost uvedme, 7e grupu PP lze reprezentovat pomoci

Pauliho matic 2 x 2, které najdete jako vzorec 29 v piikladu 6.1.
Tato reprezentace je ireducibilni. *LM

2.6 Konjugované prvky

Ukol: Rikejme, ze dva prvky B,C € G jsou konjugované, pokud
existuje A € G takové, 7e B = ACA~!'. Dokaite, ze relace ,,byti
konjugovany”, kterou budeme znacit B ~ C, je reflexivni (VA € G
plati A ~ A), symetrickd (A ~ B pravé tehdy, pokud B ~ A) a
tranzitivni (pokud A ~ B a B ~ C, pak také A ~ C); tyto tii
vlastnosti shrnujeme do pojmu ekvivalence. Definujme fad prvku
A € G jako nejmensi kladné celé ¢islo n takové, ze A™ = 1, kde 1
znaci neutralni prvek. Ukazte, ze konjugované prvky maji stejny rad.

ReSeni: Zminén4 relace je reflexivni proto, ze A = KAK 1 urcité
plati pro K = 1. Symetrickd je proto, ze kdyz A ~ B tj. =
KBK ', taktaké B=K 'AK = LAL 'proL =K', tj. B~ A.
Relativné nejslozitéjsi je tranzitivita. Pokud A ~ B a B ~ C, tedy
pokud A= KBK~'a B= LCL™!, potom A= K(LCL Y))K~! =
MCM~! pro M = KL.

Kazdou relaci, ktera spliiuje tato kritéria, nazyvame ekvivalenct
a prvky grupy G lze rozdélit na t7idy ekvivalence, coz jsou mnoziny
M; takové, ze pro A € M; a B € M; plati A ~ B pravé kdyz i = j.

Pokud mdme A ~ B tj. A= KBK~!, potom A™ ~ B", nebot

A"=KBK ' KBK'...KBK '=KB"K !,

jelikoz ¢initelé K~1K uvniti se zkrati. A ma 74d n, pokud n je
nejmensi kladné celé &islo, ze A™ ~ 1. Ale neutrilni prvek je konju-
govany jediné sobé, ponévadz K1K ! = KK~ ! =1 pro kazdé K.
Tudiz A™ ~ B™ je konjugované k 1 pravé tehdy, kdyz B™ = 1; jinymi
slovy A a B maji stejny fad. xLM
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2.7 Rozklady grup, pfimé a polopfimé souciny
Ukol:

1. Uvazujme polopiimy soucin dvou grup N,H dany zobrazenim
(morfismem) f : H — Aut(N), G = N x/ H. Ukazte, 7e N je
invariantni podgrupa G.

2. Pro piimy sou¢in G = N x H ukazte, 7ze N i H jsou invariantnf
podgrupy G.

3. Necht N,H jsou disjunktni'# invariantni podgrupy G. Dokazte,
ze prvky N a H mezi sebou komutuji (ackoliv ani N ani H
nemusi byt komutativni).

Reseni:
1. Polopiimy sou¢in'® dvou grup N,H je grupa G = {(n,h)| n €
N, h € H} s operaci definovanou (n1, k1) * (ng, he) = (n1a£1 (n2),

hihs). Potom je N= {(n,1)| n € N} podgrupou G, ktera je izomorfni
s N

ning =n = (ni,1) * (ng,1) = (n1a1(ng),1) = (n1ng,1).

Vyuzili jsme toho, ze f je morfismus, tedy a; prifadi jednotkovému

prvku H jednotkovy prvek Aut(N), ¢ili identitické zobrazeni. Tim

jsme ospravedInili nonsalantni tvrzeni'®, ze N je podgrupou G.
Invariantnost dokdzeme pifmocafe. Zvolime-li y = (a,b) € G,

pak mlZeme z rovnice y 'y = 1 vypodist y~! = (a,{_l(a_l),b_l).

Déle pak musi platit

y ey =

= (ag_l(afl),bfl) * (z,1) * (a,b) = (a{_l(afl)ag_l(z),b’l) *

*(a,b) = (al{,l(afl) 1{,1 (w)al{,l(a),l) = (al{,l(aflwa),l) e N.

14 A% na spoleény jednotkovy prvek.

15Viz také piiklad 2.1.

16Nonsalatni je ale uz i tvrzeni, ze G je grupa. Pfi diikazu asociativity budeme
potiebovat a{ia{: = aib (f je morfismus). Neutrdlni prvek je (1,1), inverzni

prvek najdeme déle.
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Pokud bychom vzali z = (1, 2) € H a poéitali y~!zy, zjistili bychom
ylay = (a{_l(a_l)a{:_lm(a),b_lwb) ¢ H obecné.

H tedy nemusi byt obecné invariantni podgrupa.

2. Piimy soucin je specidlni piipad polopfimého souinu, kdy f :
z — Idy, Vo € H. To lze fict i tak, ze je to opét kartézsky
sou¢in mnozin N a H s operaci (n1, h1) * (n2, he) = (ning, hihz).
Miuzeme se proto odvolat na predchozi vypocty, z ¢ehoz plyne, ze
tentokrat je i H normdlni podgrupa, jelikoZ a{:_l (a’l)al{_lz(a) =
IdN(cfl) Idy (a) =1.

Dikaz se ale také jednoduSe provede piimo. Napiiklad

ylzy = (a7 b7 % (1,2) * (a,b) = (a7 a, b7 2b) = (1,67 2b) € HL.

3. Vezmeme dva libovolné prvky n € N a h € H. Diky invarianci
N a H v G musi platit h~'nh =n; € Nan"'hn = h; € H. Z prvni
rovnice vyjadifme napifklad n~'h = hnfl a dosadime do druhé
rovnice:

hnl_ln =h; => nl_ln =h"'h,.

Na levé strané posledni rovnice je prvek z N, na pravé strané prvek
z HL. Jelikoz jsou tyto mmnoziny disjunktni az na jednotkovy prvek,
musi byt n7'n = 1 a h~'h; = 1. Neni tedy rozdilu mezi n a n; a
prvni vztah h~'nh = n dokazuje nyni komutativitu An = nh.

Pouceni z tohoto piikladu je néasledujici. Chceme-li grupu G za-
psat jako souéin dvou svych podgrup N a H, musi byt piedné G =
N.H (ve smyslu, ze kazdy prvek g € G lze jednoznaéné rozlozit na
g = nh, kde n € N a h € H). Abychom mohli rozlozit i grupovou
operaci na G, musi byt alesponi jedna z podgrup invariantni. Pokud
jsou invariantni obé dvé, lze zapsat G jako jejich pifimy soucin, jinak
musime pouzit polopfimy souéin.

Vzhledem k tomu, ze N je invariantni, lze provést rozklad G/N
a tento musi byt izomorfni s H (to je pravé rozklad g = nh). Z toho

plyne, ze N a H jsou disjunktni az na jednotkovy prvek a musi platit
IN|[H| = [G].
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Postup pii rozkladu G tedy je najit dvé ,,disjunktni” podgrupy,
souéin jejichz adi je roven faddu G, ovéfit, zda platil” G = N.H, a
zjistit, zda jsou obé invariantni. Pokud je jenom jedna (viz piiklad
2.1), lze pouzit polopfimy souc¢in s f : h — a,‘i(n) = h~nh, pokud
zadnd, musime najit jiné podgrupy. Skute¢nost, ze podgrupy spolu
navzajem nekomutuji, nds varuje, ze tyto grupy nemohou byt obé
invariantni. *KV

2.8 Znaménko permutace

Ukol: Je zaddna permutace

" <w<11> w(22> w<33> wéx)) - (5 i 3) '

a) Urcete znaménko 7 riznymi zpusoby: z poctu inverzi, trans-
pozic a cykli sudych délek.

b) Proved'te totéz pro m*.

Reseni:

a) Inverze je kazda dvojice (,37), i < j, pro kterou je w (i) > m(j).
Pro nasi permutaci jsou to (1, 3), (2, 3), (2, 4), tedy lichy, a permutace
je proto licha.

Transpozice (i, j) je permutace o, pro kterou o(i) = j, o(j) =i a
o(k) = k pro k # 1, j. Jinymi slovy permutace, kterd vymeéni prvky
1,7 a ostatni nechd na misté. Kazdou permutaci lze ziskat slozenim
koneéné mnoha transpozic (viz body 2 a 3 v piikladu 2.9). Pro nasi
permutaci 7 to 1ze provést napiiklad nésledovné: (2413) — (2143) —
(1243) — (1234). Pocet transpozic je opét lichy a 7 je i podle této
definice licha.

Konecéné 7 obsahuje jediny cyklus 1 — 2 — 4 — 3 a ten ma sudou
délku. Celkovy pocet cykla sudé délky je tedy lichy a permutace je
licha. Tato metoda je pro vétsinu permutaci zdaleka nejrychlejsi.

b) Jak obecné vypadé m slozend s o? Prvek i se zobrazi na (o(4)).
Vsimnéte si, ze tudiz nemusi platit mo o = go .

17To neni formalita: srovnejte Zig X Zio a Z100)- V prvni grupé maji véechny
prvky f4d mensi nebo rovnen 10 (tj. g'° = 1, Vg € Z1o x Z10).
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V nasem pifpadé je 72(1) = 7(2) = 4, 72(2) = n(4) = 3, 7%(3) =
n(l) =2, 7%(4) = 7(3) = 1, tedy

» (123
”_( 4321 )

V této permutaci jsou v inverzi kazdé dva prvky. Takovych dvojic je
celkem Sest, a permutace je tedy suda.

Permutaci 72 lze také zapsat dva cykly délky dva: 2 — 3, 1 — 4.
To jsou zaroven dvé transpozice.

Znaménko permutace definuje pékny morfizmus ze symetrické
grupy S, (permutace n-prvkové mmnoziny) do C; ({1,—1} s op-
eraci ndsobeni). Obecné je morfizmus grupy G; do grupy Gs zo-
brazeni ¢ : G; — Gg, které zachoviava grupovou operaci, tedy
¢(ab) = ¢(a)¢(b) pro Va,b € Gy.

Pokud je grupa G» tvorena linedrnimi zobrazenimi na vektorovém
prostoru dimenze n, pak hovoiime o n—rozmérné reprezentaci grupy
Gi. V nasSem pifpadé je n = 1.

Vice o reprezentacich (symetrickych grup) naleznete v piikladu
10.4. *KV

2.9 Permutace devétkrat jinak
Ukol:
1. Kolik nejvic inverzi muze byt v permutaci mnoziny on prvcich?

2. Sta¢i n — 1 transpozic na vytvoreni libovolné permutace na n
prvcich?

3. Jaky je horni odhad slozitosti bublinkového tFidéni?

4. Znam pocet inverzi v permutaci a1, as, . . ., a,. Kolik je inverzi
V permutaci Gpn,Qp_1,---,017

5. Kolik je inverzi ve vSech permutacich na n prvcich dohromady?

6. Kolik nejméné transpozic sousednich prvki je tfeba k preve-
deni permutace o k inverzich na tvar 1,2,...,n?
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7. Oznacme [n, k] pocet permutaci na n prvcich, které obsahuji
pravé k inverzi. Odvod'te rekurentni relaci

[n+ 1,k = [n, k] +[n,k = 1]+ [n,k = 2]+ ...+ [n,k —n],

pricemz dodefinujeme [n,j] = 0 pro j mimo rozmezi 0 az
1
an(n —1).

8. Méjme permutaci

12345678 910111213
A_(38119132612510174)' (11)

Spoctéte Al Pro jaké mocniny je A™ identicka permutace?
Uréete znak A a A1,

9. Za jakych podminek existuje druhd odmocnina z permutace?
Kolik jich existuje?

Reseni:

1. Protoze inverze je takovd dvojice ¢ < j, pro niz je p(i) > p(j),
bude nejvic inverzi ziejmé v permutaci n,n — 1,...,2,1. Tam jsou
v inverzi kazdé dva prvky, proto celkovy pocet inverzi je 3n(n —1).

2. Stac¢i. Vime, ze kazdou permutaci lze slozit z jednoho ¢i vice
cykli. Cyklus na k prvcich se dostane slozenim k — 1 transpozic
(a1, a2),(az,a3), ..., (akx_1,ax). Permutace, sklddajici se z jediného
cyklu, spotiebuje n — 1 transpozic, za kazdy dalsi cyklus se odpoéita
jednicka. Je zfejmé, ze méné transpozic obecné nestaci.

3. Bublinkové tfidéni spoéivd v prohazovani sousednich prvku,
jinymi slovy se tedy ptame na maximalni pocet transpozic sousednich
prvki, které jsou potifeba k sestaveni libovolné permutace. Béhem
prvniho priuchodu algoritmu se dostane urcité n na posledni misto,
protoze je vétsi nez vSechno a prohazujeme jej tudiz vzdycky.
Pottebujeme k tomu n — 1 porovnévani. Pfi druhém prichodu algo-
ritmu tedy staéi jen n — 2 porovnavani, ve tfetim n — 3, atd. celkem
in(n — 1) porovnavani. Nejhorsi, co se miize stat, je, Ze po kazdém
porovnavani musime také prohazovat, to nastane v pfipadé permu-

tace n,n — 1,...,2,1. Tedy horni odhad Gasové slozitosti algoritmu
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je %K n(n—1), kde K je ¢as potfebny na porovnani a prohozeni dvou
prvku.

4. Pri prechodu k druhé permutaci se obraci poradi vSech prvku,
tedy jestlize nejprve jsme méli k inverzi, po obraceni jich bude %n(n—
1) — k.

5. Sestavime vSech n! permutaci do dvojic, v nichz permutaci
ai,as,...,a, je prifazena obracend permutace a.,,Qn_1,-..,01.
V kazdé dvojici je in(n — 1) inverz{ (viz piedchozi otézku), tedy
celkovy pocet inverzi ve viech dvojicich je in!- in(n— 1)

6. Také k. Stali si uvédomit, ze kazdy krok bublinkového tiidéni
likviduje pravé jednu inverzi a ze bublinkové t¥idéni je, co se poctu
transpozic sousedu tyce, nejispornéjsi mozné.

7. Jakymi zpusoby lze realizovat (n + 1)-prvkovou permutaci s k
inverzemi? Prvni ¢len na pravé strané dokazované relace odpovida
umisténi prvku n + 1 na konec libovolné n-prvkové permutace o k
inverzich (v této poloze neni n+ 1 v inverzi s ni¢im) a k inverzim na
zbylych prvcich. Druhy ¢len klade n+ 1 na pfedposledni misto, ¢Gimz
generuje jednu inverzi a na zbylych n prvkia zbyva k — 1 inverzi, atd.
Posledni ¢len odpovida situaci, kdy je n + 1 obrazem jednicky a je
tak v inverzi se vSemi zbylymi n prvky.

L3 /7\ 13<— 5
\ / 6 12 Q
11 N\ / 4—=9

2—=38

Obrazek 5: Rozklad permutace A (viz 11) na cykly délek 3,5,4,1.

8. Rozlozime permutaci na cykly (1,3,11); (2,8,12,7,6); (10);
(4,9,5,13), viz obrazek 5. Jelikoz tato permutace obsahuje jeden
cyklus sudé délky, je to lichd permutace. Ostatni metody urcovani
znaménka (pocitan{ transpozic ¢i inverzi) by zde byly pracnéjsi.
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Mocnéni permutace pouze to¢i s cykly, nanejvys je muze roz-
trhnout, pokud je poéet prvkia v cyklu soudélny s exponentem.
V opaéném piipadé zbytek po déleni poc¢tu prvka v cyklu exponen-
tem udava, o kolik se tento cyklus pooto¢i. V nasem konkrétnim
piipadé je to 0,1,3,0, vyslednd permutace je kompozici cykla
(1);(3);(11);(2,8,12,7,6); (4,13,5,9); (10). Znaménko této permu-
tace je opét minus, coz jsme ostatné jiz védéli diky zn A™ = (zn A)"
(viz piiklad 2.8).

Zjevné identitu dostaneme pro libovolny spoleény nasobek délek
cykli, tedy n = 60k, kde k je libovolné pfirozené. Upozoriiujeme, ze
A™ = Id je néco jiného nez A™ = A. Druh4 rovnice je splnéna pro
n = 60k + 1.

9. Kazdy cyklus délky 2n se po umocnéni na druhou rozpadne na
dva cykly délky'® n. Cykly délky 2n — 1 se mocnénim pievadsji
opét na cykly délky 2n — 1. Tedy pokud mame v zadané per-
mutaci néjaky cyklus sudé délky, musel nutné vzniknout umocnénim
cyklu dvojnasobné délky. Tudiz takové permutace, které obsahuji pro
nékteré sudé k lichy pocet cyklu délky k, druhou odmocninu nemaji.
K ostatnim permutacim odmocninu najdeme vzdycky, jednoznacné
pouze za predpokladu, ze pro lichd k¥ mame nejvyse jeden cyklus
délky k a pro sudd k z4dny'®, protoze kazdé slévani cykld delsich
nez jedna lze provést vice zpusoby.

Pro permutaci rozlozenou na N disjunktnich lichych cykla délky
n lze celkovy pocet odmocnin nalézt nasledujici ivahou: pocet per-
mutaci na N prvcich je N!. Za pozice 0,2,4,,...,N’, kde N’ je ne-
jvyssi sudé ¢islo mensi nebo rovno N, lze vsunout zarazku, kterd
oddéluje cykly, které budeme slévat do dvojic, od cykla, které
neslejeme. Slévat budeme vzdy cykly, které se ocitnou na mistech

(1,2),(3,4) atd.; z nich mizeme slit celkem k = 0,1,..., 1N’ dvojic
a zbylych N — 2k dvojic cykld neslit. Pro kazdé k zv1ast pak musime
N! vydélit permutacemi slévanych dvojic, kterych je k!, kde 2k je
pozice zardzky. Déle musime vydélit (N — 2k)!, coz odpovid4 permu-

18 Jeden obsahuje leny na sudych mistech v ptivodnim cyklu, druhy &leny na
lichych mistech.

19V rozporu s utebnici Péstujeme linedrni algebru [PLA] zde pod pojmem
délky cyklu rozumime pocet prvku cyklu se uéastnicich, viz obrazek 5. Pokud by-
chom se drzeli tam uvedené definice, vedlo by to k matoucimu prohozeni vyznamu
slov ,,lichy” a ,,sudy”.
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tacfm na neslévanych cyklech (za zarazkou), a pak jesté 2%, protoze
v kazdé dvojici 1ze vyménit jeji ¢leny mezi sebou. Nakonec musime
jesté vyndsobit pottem zplsobi, kolika lze slit dva cykly.

Umocnit dlouhy cyklus na druhou vlastné znamend oddélit cleny
na lichych pozicich od ¢lent na sudych. Slévani tedy muzeme chipat
jako vlozeni jednoho cyklu do mezer mezi ¢leny druhého cyklu tak,
ze v kazdé mezefe sidli pravé jedno ¢islo a zachovava se poradi.
Takovych vlozeni je zjevné tolik, kolik je délka slévanych cyklu.
Celkovy vyraz pro pocet odmocnin permutace, kterd obsahuje N
cyklu liché délky n, je tedy

L

v[2

|

| %] oznatuje celou &ast &isla & (tedy NTI) Pro piipad sudych
cykli nemdme na vybér, zda slévat, ¢i neslévat, coz situaci vyrazné
zjednodusi. Odvolame-li se na pfedstavu pouzitou u lichych cyklu,
smime tentokrat dat zardzku pouze na konec a vzorec pro pocet
odmocnin je

n\k (2k)! N

(5) T kde k= o

Pocet odmocnin obecné permutace, v jejimz rozkladu jsou cykly
riznych délek, se dostane prostym soucinem. CtenaF si mize rozmys-
let, jak by se Fesila s-t4 odmocnina — v prvociselném piipadé se bude
vysledek podobat vzorciim pro s = 2, nebot bude dochézet pouze
ke slévani s cyklu dohromady, pro s slozené se bude moci slévat i r
cyklii, kde r je néjaky délitel s. Zpisobii slévani bude (r — 1)In" "1,
protoze r — 1 cyklu Ize do mezer ukladat v libovolném poradi a kazdy
Ize n zpusoby pootodit. *DS

2.10 Lloydova patnactka a permutace

Ukol: Lloydova?® patnéctka je hra s 4 x 4 hracimi poli s ploskami
(figurami) o¢islovanymi 1 az 15, priGem? ¢islo 16 je vyjmuto, viz (13).
Ukolem je presouvat hraci figury a docilit standardniho poradi, kdy
po fadkach zleva vpravo ¢teme ¢isla 1 az 15. Pozice patnéactky tedy

20Sam Lloyd byl americky ,,kral kiizovek”.
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odpovidd permutaci i — p(i), kde i = 1,2,...,16 a p(7) je ¢islo na
pozici, kde ma byt spravné i.

a) Zjistéte, jak se chovd znak prislusné permutace pii vykondni
tahu a jak se méni pozice prazdného pole 16, a vytvorte
veli¢inu, ktera se zachovava pri kazdém tahu. Dokazte takto,
Ze nelze slozit patndctku, pokud jsou jen dvé figury (napf. 14
a 15) prohozené. Obecnéji dokdzete, Ze nelze slozit konfiguraci
s prazdnym polem vpravo dole, ovSem figurami 1 az 15 permu-
tovanymi lichou permutaci.

b) Naleznéte vhodné zdkladni tahy, které generuji cyklickou per-
mutaci poli. Uzijte vysledku k diikazu, Ze libovolnou sudou
permutaci s prazdnym polem vpravo dole naopak slozit Ize.
Mate velkou volnost, jak k problému pristoupit, nase FeSeni je
jednou z mnoha moznosti.

Reseni:

a) V jazyce permutaci ¢ — p(i) pro¢ = 1,...,16 nenf tah nic jiného
nez transpozice néjakého &isla s ¢islem 16 (prazdnym polem). Kazda
transpozice je lichou permutaci, pro¢ tedy tvrdime, ze lze ziskat jen
sudé permutace? Divod je v tom, ze kazdy tah zaroven méni o jednu
bud éislo fadky s prazdnym polem 7, nebo é&islo sloupce s prazdnym
polem s, kde r,s = 1,2, 3,4. Diky tomu veli¢ina

Z = znakp - (—1)+e) (12)

se zachovavd, protoze tah méni obé znaménka. Pokud tedy uvazu-
jeme dvé konfigurace s dirou vpravo dole, r = s = 4, které maji
opacny znak p, nelze je zjevné spojit libovolnou posloupnosti tahu,
jelikoz maji opaéné Z.

b) Dokazme nyni, Ze se lze sekvenci taht dostat z libovolné sudé
permutace s dirou na misté » = s = 4 do standardni pozice 1
az 15 po Fadkach. Jelikoz prazdné pole 16 je v pocateénim i kon-
covém stavu na misté, uvazujme nyni jen permutace 15 prvku. Pro
vétsi ndzornost nasledujicich dvah prelepme kameny 1,2,3,4,...
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ndlepkami 10’,9',6’,5',... podle obrdzku

112[34 1079 [6']5
51678 178 (7|4
g (10/11]12| — [12[15 |73 (13)
13[14|15] x 1371472 | x

V pravé tabulce (13) vidime, ze kameny 1',2',3',...15" vytvafeji
cyklus ve tvaru zdvojeného pismene H (viz obrdzek 6 vlevo); tato
tabulka také ukazuje cilové srovnani ¢drkovanych kament. Je tedy
jasné, ze lze téchto 15 kament cyklicky permutovat (a diru ponechat
na misté); pfislusnou permutaci znaéme H. Kromé toho mame cyk-
lickou permutaci 3 kament 1’,2',3', kterou ozna¢ime C (obrézek 6
vpravo). Vimnéte si, ze ob& permutace obsahuji lichy pocet kament,
a jsou tedy sudé.

{/ \\\Jf \\ N
|

k LN
V[V

N
N

Obrazek 6: Uzitetné permutace kamenu v Lloydové patnéctce.

Ackoliv uziti pouze dvou cykla C, H je neekonomické pro prak-
tické pouziti, je velmi efektivni pro teoretické ucely. Pfi vhodné
orientaci H (jako na obrazku 6) je jasné, ze permutace Cj =
H*CH™* se chova jako C = Cy, oviem cyklicky permutuje ka-
meny (k+ 1), (k + 2)', (k + 3)’ modulo 15. Permutace Cj ndm ve
skutecnosti sta¢i na slozeni patnactky?!, jelikoz libovolny kdmen na
zaCatku lze ,,probublat” na spravné misto. Za¢néme tifeba s kamenem
15’ a pokrac¢ujme sestupné. Problém muze nastat a7 v posledni fazi,
kdy se snaZime premistit kameny 1’,2’, 3', zatimco kameny 4’ a vyse
uz jsou na spravnych mistech. Povede se ndm to jen v piipadé, Ze
jsme zagali se sudou permutaci. Ctenf jisté detaily domysli sam.

*LM

21Rikédme, ze C a H generuji grupu viech sudych permutaci mnoziny
{1,...,15}.
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3 Konecna i jina télesa
3.1 Télesa modulo prvocislo

Ukol: Dokaste, e Z, ={0,...,p — 1} je pro p prvoéislo komuta-
tivni téleso s operacemi s¢itani a nasobeni modulo p. Proc¢ je potieba
zadat, aby bylo p prvocislo?

Reseni: Asociativita, existence neutrdlnich prvki a komutativita
jak séitdni tak i ndsobeni a existence inverznich prvka vzhledem
k s¢itani je zfejma. Zbyva tedy dokézat existenci inverznich prkvu
vzhledem k nasobeni. Pro ¢ = 1,...,p — 1 uvazme nasledujici zo-
brazeni: f;(z) = iz mod p. Nejprve ukdzeme, ze f; je na mnoziné
{0,1,...,p — 1} prostd funkce. Necht tomu tak neni a tedy existuji
x1 # x2 takové, ze fi(z1) = fi(x2), a tedy p déli fi(z1) — fi(z2) =
i(z1 — x2). Protoze p je prvoéislo a 0 < ¢ < p musi nutné platit p déli
T1 — To. Z toho okamzité plyne x; = x5. Funkce f; je tedy prostd,
ale protoze zobrazuje p ruznych ¢éisel do mnoziny p &isel, je nutné
bijektivni. Potom ale existuje z, ze f;(z) = 1 a toto z je hledany
inverzni prvek vzhledem k ¢ vué¢i ndsobeni (tento dukaz je shrnut
také v piikladu 2.3). Tim je dukaz, ze Z, je téleso, hotov.

Pokud p nenf prvoéislo, tvofi mnozina {0, ...,p — 1} se s¢itdnim
a nasobenim pouze komutativni okruh. Pokud je totiz p = pips,
p1,2 > 1, pak pro zddny ndsobek p; ¢i p» neexistuje inverzni prvek
vi¢i ndsobeni. Diikaz je jednoduchy: necht plati ap; = 1 mod p, tedy
ap1 = kp+ 1 pro néjaké k € Z. Tato rovnost ale ddva okamzité spor
1 =0 mod p;. *DK

3.2 Zmatené vypocty s inverzni matici

Ukol: V télese Z11, které obsahuje prvky 0,1,...,10 a v némz
vSechno s¢itdni, odéitdni i ndsobeni probihd modulo 11 (to zna-
mena, Ze z kazdého vysledku vezmeme jen zbytek po déleni 11,
neboli pri¢itame nasobky 11, dokud se nedostaneme do mnozZiny
{0,1,...10}), spoctéte inverzni matici k matici L nize (jako Ludolf,

vite pro¢?), a to jak fddkovymi tpravami (L|1), tak metodou sub-
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determinantu (viz piiklad 8.1)

314
L=1159
265

Reseni: Nejdifve musime pfijit do rytmu. Tak napifklad 5 + 8 = 2,
—6 =5,4-7 =6 atd. Je uzitecné si napsat tabulku inverznich prvkua

z ||0]1|2|3|4|5/6|7|8|9(10
z '[—[1]6/4|3]9]2|8]7[5|10

V prvni metodé napiSeme vedle sebe L a 1 a fddkovymi upravami
nejprve vynulujeme prostor pod diagondlou, a pak pokratujeme
s faddkovymi upravami a nulujeme nad diagondlou. Ve vypoétu za-
psaném nize jsme museli nejprve sedmindsobek prvni fadky pricist
k druhé, abychom vynulovali jednotku vlevo (prvni faddek mdme
nésobit —3, ale to je (—1)/3 =10-37"' =10-4 = 7). V poslednim
kroku jsme prvni i tfet{ fddku ndsobili c¢tyfmi (tedy 1/3), abychom
ziskali vlevo jednotkovou matici. Cely postup je:

(2)+7-(1)—(2)
314 1oo\ 3)+31)—»@B) (314 1loo
159|010 — 014|710
265|001 096|301

(1)+6-(3)—(1)
2:(2)+(3)=@B) /3 14| 100\ (2)+6:(3)—=(2)

— 014|710 —
co03|621
31lo| 416\ (1)-(2—@1) [3o0o| 5 100
0101026 — olo| 10 2 6
oco3| 6 21 co03| 6 21
4-(1)—(1)

4-3)=»@3) floo| 9 7o
— 0lo| 1026
ocol|l 2 84

Inverzni matici lze odecist na konci vpravo od svislé ¢éry.
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Spocteme ji jesté pomoci subdeterminantu, pfipominidme zet
(L7Y)i; = (=1)**9|Lj;|/ det L, kde |L;j| je determinant matice L,
v niz jsme vynechali i—ty fddek a j—ty sloupec (byva oznacovan jako
minor ¢ po opatfeni znaménkem (—1)*7 algebraicky doplnék.

Determinant L je roven

det L=(9+2+7)—(T+5+8)=-2=9

a inverzni matice je tedy (napf. v pravém hornim rohu inverzni ma-
tice vlevo mame |L3;|/det L = (1-9—5-4)/9 = 0)

48 o 9 7o
L'=9"12710]=]1026
76 3 2 84

Zkontrolujte LL ™! = 1. *xLM

3.3 Podprostory nad koneénym télesem

Ukol: Urcete, kolik riznych k-dimenziondlnich podprostoru ma vek-
torovy prostor Z,, pro 0 < k <n, kde p je prvocislo.

Reseni: (Z,)" (pséno Casto bez zévorek) nad télesem Z, je podobné
jako R™ nad R prostor dimenze n. Pouze je to koneénd mnozina,
kterd ma p™ prvku. Diky konec¢nosti plati péknd tvrzeni, napiiklad
ze dva podprostory stejné dimenze k maji stejny pocéet prvku, ktery
je samozfejmé roven p*. Také plati (jako u vech vektorovych pros-
tort), ze vSechny prostory stejné dimenze nad stejnym télesem jsou
navzajem izomorfni, takze vlastnosti libovolného k rozmérného pod-
prostoru Z; lze zkoumat i na Z’Ij.

Nejprve spoctéme, kolik existuje ruznych m-prvkovych posloup-
nosti linedrné nezavislych vektorii prostoru Zj. Necht je vybrano
prvnich m — 1 linedrné nezavislych vektoru; m-ty vektor lze vybrat
libovolné z vektoru, které nelezi v linedrnim obalu jiz vybranych
vektort, téch je p™ — p™1; p™ je podet viech vektoril v prostoru di-
menze n a p™ ! je pocet vektorii v podprostoru dimenze m—1. Celou
m-prvkovou posloupnost linedrné nezavislych vektora v prostoru di-
menze n nad Z, lze tedy vybrat [[/g"(p" — p') zptisoby. Kazda

IDejte pozor na pofadi indexii.
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k-prvkové posloupnost linedrné nezdvislych vektort v Zj urcuje k-
dimenziondlni podprostor Z; a kazdy takovy podprostor je urcen
Hf:_ol (p* — p') riznymi posloupnostmi (tolika zptisoby lze vybrat k-
prvkovou posloupnost jeho linedrné nezavislych prkvii — v prostoru
Z’; je to zfejmé, a ten je takovému podprostoru izomorfni). Tedy
pocet podprostoru dimenze k je:

k—1 )
(p" —p')

1=0

k—1 ]
(p* — p?)

=0

*DK

3.4 Konecéna télesa polynomiu

Ukol: Uvazujte téleso T vSech polynomu ax + b, kde a,b € Z;, se
séitanim a ndsobenim modulo polynom z? + 2. Takové téleso ma 49
prvki, s¢itdni v kazdém Fddu x probihd modulo 7, napriklad 5 +
6z = 11z = 4z,3-6 = 18 = 4, —(22+6) = 5z+1, a pokud dostaneme
polynom alespori druhého stupné, odeéteme vhodny nisobek?? 2242,
abychom ziskali polynom nejvyse prvniho stupné, napiiklad (3z +
5)(2z+6) = 622+282+30 = 622 +2 = 62°+2—6(z>+2) = —10 = 4.
Naleznéte metodou subdeterminantu inverzni matici k matici

5z 3z
A= ( 1 4z + 5> ’
Poznamenejme, Ze toto téleso nemd myslenkou daleko k C, kde
ale redlna a imagindrni &ast je ze Z;. Misto polynomu ax +b bychom

mohli uvazovat dvojice (a,b) s nésledujicimi pravidly pro s¢iténi a
nésobeni{ (vSe modulo 7):

(a1,b1) + (a2, b2) u (a1 + az,b1 + b2),
(a1,01) - (a2,b2) g (a1b2 + a2b1,b1b2 — 2a1a2) .

22Naptiklad 5-(z2+2), (2z+1)-(z2+2) atp. Druhou moZnost v tomto p¥ipadé
neuplatnime, ale pokud poé¢itdme modulo polynom vy§siho stupné, tak ano.
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Komplexni éisla (z = b + 4a) maji u nisobeni misto toho (a1by +
a2b1, b1b2 — alag).

ResSeni: Pfipominame

T azz —ai2
det A\ —a21 ann )’
srovnejte s piiklady 3.2 a 6.5.
Spoctéme si nejdiive determinant matice A. Vyjde ndm

det A = 5x(4z +5) — 3z = 2022 + 22z = —2% + 2 =
=-2>+z+ (22 +2)=z+2.
Nyni je tfeba nalézt inverzni prvek k prvku z 4 2 v télese T, bude
jim né&jaky polynom ax + b. Z podminky
1= (z+2)(az +b) = az® + (2a + b)x + 2b = (2a + b)z + (2b — 2a)

dostdvame 2a + b = 0, 2b — 2a = 1 modulo 7. Seé¢tenim obou rovnic
ziskdme 30 =1,b=05 (neb3-5=15=1),a=1 (neb2-1+5 = 0).
Inverzni prvek k (z +2) je tedy (z+5) a matici A~! spocteme lehce:

-1 4z +5 —3z\  (4z® +25z+25 —322 — 15z
A _(””’5)( 1 5z )=\ —2-5  5a?+252

Po jednoduché tpravé dostavame

A1 4z 43 6z 46
S \b6zx+24x+4 )"

Pilny ¢tendf muze ovéfit vysledek (15) také faddkovymi dpravami
(AJ1). My uz ale udéldme jen zkousku (ovéite, ze nasledujici matice
je skutecné jednotkova).

aa-t— ( 202% 415z +182° + 6z 302% + 30z + 122° + 12z
~ \ 4z + 3 + 2422 + 38z + 10 6z + 6 + 1622 + 36z + 20

Poznamenejme jesté, ze pii vytvareni télesa neni volba polynomu

z2 4 2 jednoznaénd, neni ovem ani neomezena. Polynom 22 + 2
je ireducibilni, nedd se rozlozit na soucin jednodussich. Tohle by
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neplatilo napiiklad pro polynomy z?, z2+6 = (z+1)(z+6), 22+3 =
(x+2)(z +5), 22+ 5 = (x + 3)(z +4). Diky tomu bychom nemohli
napiiklad v ,,télese” modulo polynom z2 + 5 nalézt inverzni prvek
napi. k* (z + 3).

Celkové ale plati, ze pro dané prvoéislo p a dany stupei n
polynomu ¢ jsou vSechna télesa polynomi nad Z, modulo poly-
nom ¢ (kterd maji tedy p™ prvka) pro vSechny ireducibilni poly-
nomy ¢ vzajemné izomorfni. Takto definovand komutativni télesa
zaroven vycerpavaji seznam vsech koneéngch téles; obycejné téleso
Zy, ziskdme pro n = 1 a napiiklad polynom z, v piikladu vyse jsme
pracovalis p=7,n =2, ¢ = z% + 2. *LM

3.5 Vzorec pro Ludolfovo éislo od Johna Machina

Ukol: Zopakujte si nasobeni komplexnich ¢isel. Uzijte fakt, ze
arg(zy) = arg(z) + arg(y) modulo 2w, a dokazte pomoci ndsobeni
vhodnych komplexnich ¢isel vzorec pro vypocet m nalezeny Johnem
Machinem (1680-1752) v roce 1706 (autor tehdy spocetl = na 100
mist ruéné!)

m = 16 arctg(1/5) — 4 arctg(1/239). (15)
ReSeni: Jelikoz tangenta je pomérem protilehlé a pFilehlé odveés-
ny, neni tézké vidét, ze arctg(1/5) = arg(b + 7). Podobné plati
—arctg(1/239) = arg(239 — i). Uvazujme arg(re’?) = ¢ vzdy v in-

tervalu (—m, 7). Dokazme nyni rovnost (15) vydélenou ¢tyfmi. Diky
vzorci arg(zy) = arg(z) + arg(y) lze psat

4arctg(1/5) — arctg(1/239) = arg[(5 +14)* - (239 — )]

Vysledek se ma rovnat m/4, abychom dokézali (15). Spotteme tedy
onen soucin.

(5+1)*(239 —4) = [(5 +1)?]%(239 —4) =
= (24 + 104)%(239 — 1) = 22(12 + 5i)%(239 — i) =
= 22(119 + 1204)(239 — ) = 22(119 - 239 + 120)(1 +1).

23Podobné jako v ,,télese” Z14 nenajdeme inverzni prvek k 2 a 7 (a jejich
nésobkiim). Ireducibilita 22 + 2 je tedy analogicka k pozadavku, Ze p je prvoéislo
u Zp.
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V poslednim kroku jsme uzili 120-239 — 119 = 119-239+ 120, jelikoz
119 + 120 = 239. Vidime, ze vysledek (16) ma shodnou (a kladnou)
redlnou a imaginarni ¢ast, tudiz jeho argument je skute¢né roven
7 /4, &imz je ditkaz hotov. Ctenaf by mohl protestovat, 7e argument
Ize uréit jen modulo 27, ale snadno lze vidét, ze o 27 jsme se zmylit
nemohli, jelikoz zjevné arctgz < x pro 0 < z, a tedy

4
0 < 4arctg(1/5) — arctg(1/239) < B

Poznamenejme zdvérem, ze vzorec (15) je jeden z mnoha pomérné
efektivnich zpusobu, jak poéitat Cislo 7 numericky. Lze totiz vyuzit
fady

z2 x5 27

arctg(z) =z 3 + 7 - +... (16)
a jelikoz pro z = 1/5 nebo dokonce z = 1/239 ¢leny velmi rychle
klesaji, sta¢i fddové N Clentu pro spocéteni vysledku na N desetinnych
mist.?* Pokud bychom poéitali /4 = arctg 1 podle (16), potiebovali
bychom iddové 10V ¢lent. Pokud jste jesté nedokazovali platnost
vzorce (16), zderivujte ho a spatfite formuli pro geometrickou fadu
1/(14x?); integraén{ konstanta musf byt nulovd, jelikoz arctg 0 = 0.
Vypolet m na mnoho mist je samoziejmé vytetnou zabavou
mnoha lidi. V dobé vydani knihy jiz rekord bude nejspiSe zastaraly,
ale v Gervnu 1997 spocetla skupina Japoncu na stroji Hitachi SR2201
s 1024 procesory béhem dvou dna 51 539 600 000 decimil 7 po-
moci Borweinova algoritmu s konvergenci 4. fadu. Vysledek zkon-
trolovali béhem dalsich dvou dni pomoci Gaussova—Legendrova al-
goritmu, jehoz vyklad presahuje rdmec této knihy. Z poétu mist je
snad Ctendii zjevné, zZe tyto algoritmy jsou jeSté mnohem rychlejsi.
*LM

3.6 Sudé podmnoziny se sudymi priniky

Ukol: Necht A je mnozina velikosti n. Nechf B je systém jejich
podmnozin sudé velikosti takovy, Ze prunik libovolnych dvou mnozin

24Formule (15) neni vyjimeénd a lze najit i mnohem jednodussi, naptiklad
Euleriiv vztah arctg(l) = arctg(1/2) + arctg(1/3), ktery dokdzeme podobné:
(2 +14)(3+1) = (5+ 5i).
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tohoto systému m4d sudou velikost. Dokazte, 7e |B| < 2L31; |z] pro
z € R je nejblizsi celé Cislo mensi nebo rovné z, tedy oznacuje
zaokrouhlovédni doli. Pouzijte vétu o dimenzi jidra a obrazu zob-
razenif; pracujte nad télesem Z,. Dokazte, zZe tento odhad nelze
zlepsit.

ReSeni: Ozna¢me C matici, kterd jako fadky obsahuje charakteri-
stické vektory mnozin systému B. Charakteristicky vektor mnoziny
D C A je vektor z prostoru Z%, jehoz i-ta slozka je jedna prévé tehdy,
kdyz i-ty prvek mnoziny A ndlezi mnoziné D. Pro lepsi porozuméni
uvedme pitklad: A = {1,2,...,6},

{1,2,3,4} 111100
B={ {2,3} > Cc=(011000
{2,3,5,6} 011011

Protoze vSechny mnoziny maji sudou velikost a jejich pruniky
po dvou taktéz, je charakteristicky vektor (v) libovolné mnoziny
systému B prvkem jddra zobrazeni odpovidajictho matici C' (ndso-
bime-li Cv = u, pak kazd4 z komponent u je sudé ¢islo, tedy nula).

Ozna¢me h hodnost matice C, tj. dimenzi obrazu zobrazeni
odpovidajictho matici C; ta je uréité mensi nebo rovnd poctu fadku
matice C. Jadro tohoto zobrazeni obsahuje (prdvé diky podmince
na sudost pruniki) vsechny fddky matice C a tedy jeho dimenze
je alesponn h. Dle véty o dimenzi jiadra a obrazu zobrazeni musi
platit: h + h < dimKerC + dimImC = n. Tedy plati h < |3 ].
Vsechny charakteristické vektory mnozin systému B lezi v linedrnim
obalu fadkt matice C, protoze samy jsou fadky této matice; ten m4
dimenzi h a tedy obsahuje nejvyse 2" riiznych vektorii (véechny h—
dimenziondlni podprostory maji stejny pocet prvki). Systém B tedy
obsahuje nejvyse 2* < 23! mnozin.

Nyni sestrojime systém mnozin B, ktery ma vlastnosti popsané
v zadéni pifkladu, a jehoz velikost je 2L3!. Sdruzime prvky mnoziny
A do [ %] dvojic; je-li n liché, jeden prvek zbude. Vytvéieny systém
B bude obsahovat vSechny podmnoziny mnoziny A takové, ze je lze
zapsat jako sjednoceni pravé vytvorenych dvojic. Pocet prvka takto
vytvoreného systému B je 2L3] a zfejmé spliiuje vlastnosti, které na
néj klade zadani prikladu. *DK
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3.7 Doplinovani systému sudych podmnozin se
sudymi pruniky

Ukol: Dokazte, ze kazdy systém B podmnozin mnoziny A
z predchoziho pfikladu Ize rozsirit na systém B’ spliiujici podminky
prikladu 3.6, jehoz mohutnost je 2L% .

ReSeni: Ozna¢me C matici, kterd jako fadky obsahuje charakteri-
stické vektory mnozin systému B; definice charakteristického vektoru
mnoziny je uvedena v feSenf pifkladu 3.6. Nejprve ukdzeme, 7e bez
Ujmy na obecnosti lze predpokladat, ze libovolny vektor z linedrniho
obalu ¥adk matice C je zaroven jejim fddkem. Necht tomu tak
neni a w je vektor, ktery neni fddkem matice C' a pifitom zaroven
nélezi do linedrniho obalu jejich fadka. Tento vektor lezi v jadru
matice zobrazeni odpovidajictho matici C' (viz piiklad 3.6). Tedy
jeho slozkovy soucin?® s libovolnym z iddkid C je nula, a protoze
je prvkem linedrniho obalu fddka matice C, je jeho slozkovy souéin
se sebou samym taktéz nula (pracujeme stdle nad Zp). Tedy pocet
prvku mnoziny odpovidajici vektoru w je sudy a velikost pruniku
s libovolnou mnozinou ze systému B je taktéz sudd. Tedy mnozinu
odpovidajici vektoru w lze do systému piidat a takto lze postupovat,
dokud vsechny prvky linedrniho obalu fadku matice C' nejsou ptimo
jejimi fadky.

Necht tedy vSechny prvky linedrniho obalu ¥4dki matice C jsou
jejimi fadky. Pokud je hodnost této matice | % |, odpovidajici systém
mnozin mé 212! prvki. Necht je tedy hodnost této matice mensi nez
|5]. Ukdzeme, Ze existuje mnozina, kterou lze do tohoto systému
pridat tak, aby byly nadale splnény vSechny podminky, které na néj
klademe. K matici C ptidejme fadek obsahujici samé jednicky. Hod-
nost matice C' tim vzroste nejvyse o jedna a tedy bude nejvyse |3 |.
Jadro zobrazeni odpovidajicitho takto upravené matici nadéle ob-
sahuje charakteristické vektory vSech mnozin uvazovaného systému
a dle véty o dimenzi jidra a obrazu zobrazeni je jeho dimenze ale-
spoi [ |; obsahuje tedy alespon jeden nenulovy vektor w, ktery nenf
charakteristickym vektorem zadné z mnozin systému B (linedrn{ obal

25Slozkovy souéin dvou vektori @ a bje a-b = >; aib;. V koneénych télesech
a - b neni skaldrnim souéinem, nebof nespliiuje a-a # 0 pro @ # 0, a proto
nebudeme oznaceni skaldrni soucin pro toto zobrazeni pouzivat.
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charakteristickych vektoru tohoto systému m&d dimenzi mensi nez
| 5]). Mnozinu odpovidajici vektoru w lze k systému B piidat, aniz
bychom porusili nékterou z podminek, které ma systém B spliovat.
Takto rozsifeny systém mnozin lze pak ,,linedrné uzaviit” postupem
popsanym v minulém odstavci, a tento postup pfipadné nékolikrat
zopakovat, dokud hodnost matice C' nebude 3| a odpovidajici
systém mnozin nebude mit 213! prvki. xDK

3.8 Liché podmnoziny s lichymi pruiniky

Ukol: Necht A je mnozina velikosti n. Nechf B je systém jejich
podmnozin liché velikosti takovy, Ze prunik libovolnych dvou prvki
tohoto systému md lichou velikost. Dokazte, Ze |B| < al®z ],
Dokazte, ze tento odhad nelze zlepsit.

Navod: Pro liché n Ize vyuzit vysledku prikladu 3.6 — uvazte
systém tvoreny dopliiky mnozin ze systému B. Pro sudé n (ale Ize
takto postupovat i pro liché n) zvolte D € B uvaste systém B’
tvofenymi symetrickymi diferencemi*® mnozin systému B a mnoziny
D. Nyni jiz Ize pouzit vétu o dimenzi jadra a obrazu zobrazeni,
podobné jako v 3.6 prikladu, na charakterické vektory mnozin
systému B’ a mnoziny D.

Reseni: Postupujme dle navodu v piikladu zaroven pro sudé i liché
n. Pracujme nad télesem Z,, oznacme d charakteristicky vektor
(viz pfiklad 3.6) mnoziny D a nechf v a v jsou charakteristické
vektory dvou libovolnych (ne nutné riznych) mnozin systému B.
Oznac¢me - slozkovy soucin vektort, tj. a- b= ), a;b;. Vektor u+ d
je charakteristickym vektorem mnoziny, ktera je symetrickou difer-
enci mnoziny D a mnoziny odpovidajici vektoru u. Tedy vektory
u + d jsou charakteristickymi vektory mnozin systému B’ a navic
charakteristické vektory vSech mnozin tohoto systému jsou lze nap-
sat v tomto tvaru. Podle zadédni piikladu plati u-v = 1. Tedy zejména
plati: (u+d)-(v+d) =v-v+u-d+d-v+d-d=4=0a
d-(v+d=d-v+d-d=2=0.

Uvazme nyni matici C, jejiz fadky jsou charakteristické vektory
mnozin systému B’ a charakteristicky vektor mnoziny D. Zfejmé

26GSymetricka diference mnozin A, B je mnozina prvki, které lezi jen v A nebo
jen v B.
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charakteristické vektory vSech mnozin systému B’ lez{ v jédie zo-
brazeni odpovidajictho matici C; ozna¢me dimenzi linedrniho obalu
téchto vektort c. Hodnost matice C je ¢ + 1, nebof vektor d nelze
vyjadFit jako linedrni kombinaci?” ostatnich fadki matice D: os-
tatni fadky (a i jejich soucty) maji totiz vzdy sudy pocet jednicek.
Tuto skutecnost lze ovérit i jinak: kdyby platilo d = >, w;, kde w;
jsou nékteré z ostatnich fadku matice C, potom by nutné platilo
l=d-d=d- (3, wi;) =>,(d-w;) =3 ,0=0. To ale neni mozné a
tedy d je vektor linedrné nezavisly na ostatnich fadcich matice C a
tedy hodnost této matice je ¢+ 1. Dle véty o dimenzi jadra a obrazu
zobrazeni musi platit: ¢+ (c+1) < dim Ker C+dim Im C = n. Odtud
plyne ¢ < [251], neboli |B| = |B'| < 212" 1.

Necht z je libovolny prvek mnoziny A a ozna¢me A’ = A\ {z}.
Necht B” je maximdlni systém podmnozin A’ sudé velikosti, jejichz
prunik po dvou md sudou velikost. Dle vysledku piikladu 3.6 je ve-
likost tohoto systému 2l*7H], Nyni ke vSéem mnozindm systému B”
pridejme prvek x a takto vznikly systém mnozin oznaéme B. Systém
B m3 ziejmé velikost ol*3*] spliiuje podminky piikladu. Tedy
odhad, dokdzany v minulém odstavci, nelze zlepsit. xDK

3.9 Liché podmnoziny se sudymi pruniky

Ukol: Necht A je mnozina velikosti n. Nechf B je systém jejich
podmnozin liché velikosti takovy, ze prunik libovolnych dvou prvku
tohoto systému m4 sudou velikost. Potom |B| < n. Postupujte
podobné jako pii diikazu Fisherovy nerovnosti*® (priklad 6.7) a
pracujte nad télesem Zy. Dokazte, zZe tento odhad nelze zlepsit.

ReSeni: Oznaéme C matici, jejiz fadky jsou charakteristické vek-
tory mnozin systému B (viz piiklad 3.6). Pracujme nad Z,. Po-
dle podminek kladenych na systém B v zadani piikladu je matice
CCT jednotkovd matice f4du |B|. Podle véty o hodnosti soucinu
matic musi byt hodnost matice C alespoii | B| a protoze pocet jejich
sloupcu je n, je jeji hodnost zdroven nejvyse n. Odtud tedy ihned
plyne |B| < n.

27Line4rn{ kombinace v Z} je pouze séitén{ vektord.
28Ta v podstaté ¥iké, ze v blokové matici (napf. blokové diagonalni matici)
n X n je potet bloku vzdy nejvyse roven n.
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Uvazme systém B podmnozin A tvofeny vsemi jejimi jedno-
prvkovymi podmnozinami. Velikost tohoto systému je n a zfejmé
spliiuje podminky, které na néj klade zadani piikladu. Tedy pravé
dokazany horni odhad na velikost systému B nelze zlepsit. *DK

3.10 Sudé podmnoziny s lichymi priniky

Ukol: Necht A je mnozina velikosti n. Necht B je systém jejich
podmnozin sudé velikosti takovy, ze prunik libovolnych dvou prvku
tohoto systému m4 lichou velikost. Potom |B| < m pro n liché a
|B| < n —1 pro n sudé. Postupujte podobné jako v piikladu 3.9,
pro n sudé se zamyslete téz nad regularitou matic vystupujicich ve
vySetrovaném soucinu. Dokazte, zZe tento odhad jiz nelze zlepsit.

ReSeni: Necht C je matice, jejiz Fadky jsou charakteristické vektory
mnozin systému B (viz piiklad 3.6), pracujme nad Z,. Potom CCT
je matice 1 4+ J, kde 1 je jednotkovd matice fadu |B| a J je matice
téhoz fadu tvorend samymi jednickami. Déle rozliSme dva piipady,
podle parity n.

Necht 7 je liché a predpoklddejme existenci systému B s n + 1
prvky (mnozinami). Ukdzeme, ze matice (sudého fddu n + 1) 1 +
J je reguldrni. Necht tedy existuje nenulovy vektor w takovy, ze
(1+J)w=0, tedy Jw= —1w = 1w = w. Protoze vSechny Fadky
matice J jsou stejné, musi byt viechny slozky vektoru Jw stejné a
protoze w je nenulovy vektor, musi nutné platit w = (1,...,1)7, a
tedy i (1 +J)w= 1w+ (0,...,0)T = w— coz je spor. Matice 1 + J
je tedy regularni. Potom ale hodnost matice C' musi byt, podle véty
o hodnosti souéinu matic, alespori n+1, coz neni mozné, nebot matice
C mé pouze n sloupci. Tedy nemuze existovat (n + 1)-prvkovy (a
tim spiSe viceprvkovy) systém B s uvedenymi vlastnostmi. Uvedeny
odhad nelze zlepsit, coz dosvéd¢uje systém B tvofeny viemi (n —1)-
prvkovymi podmnozinami mnoziny A.

Necht je naopak n sudé a piedpoklddejme existenci systému B
s n prvky (mnozinami). Matice (sudého fddu n) 1 + J je reguldrni.
Tedy hodnost matice C' musi byt, podle véty o hodnosti souéinu
matic, alespori n. To by ale znamenalo, ze matice C je reguldrni (mé
n sloupct, n fddka a plnou hodnost). Soucet vSech sloupcli matice
C je vsak nulovy vektor (v kazdém fadku je sudy pocet jednicek), a
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tedy matice C je singuldrni — coz je spor. Tedy nemuze existovat n-
prvkovy (a tim spiSe viceprvkovy) systém B s uvedenymi vlastnosti.

Uvedeny odhad nelze zlepsit. Zvolme si libovolnou (n — 1)-
prvkovou podmnozinu mnoziny A a do systému B zafad'me vSechny
jeji (n—2)-prvkové podmnoziny. Systém B spliuje podminky zaddni
ptikladu a obsahuje n — 1 podmnozin. *DK
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4 Vektorova odysea

4.1 Rozklad degenerovaného rovnobéznosténu

Podivejme se na obrazek na obdlce knihy Péstujeme linedrni alge-
bru [PLA]. Vidime projekce jednotkové krychle ve vicerozmérném
prostoru R® (n = 3,5,11,...) do roviny (zde jde o velmi specidlni
ortogondlni projekce do nékterého z invariantnich podprostoru cyk-
lické grupy operétoru ,,cyklickd zdména soufadnic”, tedy napiiklad
roviny kolmé na (1,1,1) v R3). Zobecnéme tyto obrazky nésledujici
formulaci.

Ukol: Méjme n vektort vy,..., v, v néjakém prostoru V dimenze d
kde d < n. Necht ka#d4 d-tice vybranych vektori ji# tvorf nezdvisly
soubor vektori (bdzi V). Definujeme degenerovany rovnobé&znostén

L=L(vi,...,V) = {invi, T1,...,%n € <0,1>}. (17)
i=1

Dokazme, ze (analogicky k obrdzkiim nakreslenym na obdlce
skript [PLA]) lze kazdy takovyto ,,degenerovany rovnobéznostén”
L rozlozit na disjunktni sjednoceni rovnobéznosténii dimenze d
(specidlné pro d = 2 kosoc¢tvercd — neboli rhombi — v uvedeném
prikladeé).

Poznamka: Pro d = n je vztahem 17 popsdn obycejny (nedegen-
erovany) rovnobéznostén.

Reseni: Pro zadany bod u = Zi z;v; budeme z; nazyvat sou-
fadnicemi u. Kvili n > d nejsou tyto soufadnice jednoznaéné. Pokud
7 &1, ..., Ty, libovolné, ale pevné zvolime n — d soufadnic a zbylych d
nechdme probihat (0;1), potom {>, z;v;, z; € (0,1)} popisuje nede-
generovany d-rozmérny rovnobéznostén (viz obrazek 7).

Budeme se zabyvat rozklady, u kterych maji pevné zvolené
soufadnice hodnoty 0 nebo 1. Obtiz je v tom, ze pro zadané d
a vektory vi,..., v, existuje takovych rozkladu rovnobéznosténu L
vice, viz opét obrazek 7. Pfi dukazu potfebujeme néjak oznadit jeden
z rozkladi, abychom s nim mohli déle pracovat.

Obrézek 7 nis miize svést k tomu, abychom zvolili ,,rozklad”, kde
onéch n—d extremdlnich soufadnic budou samé nuly. V nésledujicim
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“a

A1 : (0,:1:2,:1:3) A2 : (1,:1,‘2,.133)
B : (.’B1,0,$3) B;: (3717 1a$3)
Cl : (.’Bl,.’EQ,O) CQ : ($1,IL‘2, ].)

Obrazek 7: Ruzné rozklady rovnobéznosténu L = L(vi,va,vs),
d = 2. Pro kazdou oblast (A;,B;,C1, As,Bs,C3) je uvedeno,
jak je parametrizovdn jeji vnitfek pomoci vektoru vi, vo, vs3: po-
moci (z1,Z2,z3) oznatujeme bod z1vy + T2vy + z3vs, piicemz 0 <
Z1,T2,T3 < 1.

ptikladé ale zadny rozklad nespliiuje tuto podminku
wy = (170), W = (Oa 1)a w3 = (1,1) . (18)

Moznym rozkladem je napiiklad (0, z2,z3), (z1,0,z3), (z1,22,1).
,;Rozkladem”, kde by v8echny extremalni soufadnice (tedy ona jedna
v tomto pfipadé) byly nula, bychom ,,nedosdhli” do vSech rohu L.
Prvni zpisob ,,0znaceni jednoho rozkladu” je zalozen na kliCové
ideji ,,optimalizace soufadnic” z; zvoleného bodu (vektoru) v =
> xiv; € L, z; € (0,1). Optimalizaci zde piesnéji minime minima-
lizaci sumy s = ), x; pfi zachovani podminky z; € (0,1). Hodldme
tedy tvrdit:

Tvrzeni: Optimalizujeme-li soufadnice bodu (vektoru) v € L,
tak vyslednd n-tice koeficientii (z1,. .., T,) je uréena jednoznacné, a
nejméné n — d z téchto ¢isel x; ma extremalni hodnoty (tedy z; €
{0,1}).

Toto tvrzeni ovSem plati pouze tehdy, kdyz je splnén

Piedpoklad #: Piseme-li vztah linearni zavislosti jakékoliv vy-
brané (d+ 1)-tice vektord Vi, ..., Viy,, vetvaru ., ., Q;V;; =
0, tak 3, aj # 0.
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Jinymi slovy chceme pouze, aby jakdkoliv (d + 1)-tice vy-

brand z vektoru vi,...,v, byla uz linedrné nezdivisld, pokud ke
kazdému vektoru v; = (v},...,v¢) priddme jesté jednu soufadnici
vf“ = 1. Vsechny d-tice takovychto vektoru jsou uz nezdvislé podle

predpokladu na zacatku.

Piiklad takové ,,optimélni” volby soufadnic je na obrazku 7 vlevo.

Neni tézké pochopit, Ze vySe uvedené tvrzeni je skutecné
jiz klicem k hledané dekompozici L na disjunktni bloky
rovnobéznosténu; tyto bloky budou prosté zaddny specifikaci
pofadovych indexii a hodnot (0 & 1) pFislusnych n — d extremdlnich
soufadnic. Volba zbylych d proménnych z intervalu (0,1) pak ddva
parametricky popis uvedeného bloku. Je ovSem mozné, ze nékteré
z takto vytvofenych bloki budou totozné.

Diikaz tvrzeni: Necht v =), z;v; je vyjadfeni vektoru s nej-
mensim moznym souctem s = ) . ;. Pfedpoklddejme napiiklad, ze
to jsou soufadnice z, Z2,...Z4+1, které maji neextremalni hodnoty,
tzn. z otevieného intervalu (0,1), a odvodime spor. Vskutku, plati-
i ayvi +--- + ag+1Va+1 = 0 a jeli pfitom a1 + --- + ag41 # 0,
jak predpokldddme, miizeme soufadnice z1,2s,...,Zd+1 ,,2zlepsit”
(z hlediska zmensenf jejich sumy) tim, ze vezmeme nové soufadnice,
proi=1,2,...,d+1

T; = x; + ooy

tak, aby nové soufadnice stéle jesté ndlezely intervalu (0,1) (staci
vzit o dostatetné malé a vhodného znaménka). To ale je spor
s predpokladanou optimalitou x;. Tedy vic nez d hodnot optimdlni
volby soufadnic z; prosté nemiZze nabyvat hodnot z otevieného in-
tervalu (0, 1). a
Je tifeba jesté ukazat, ze takto vytvofené bloky jsou skutecné
disjunktni, pfesnéji fe¢eno, ze neni mozno najit dvé ruznd optimalni
vyjadieni v= ), z;v; a v= ), ¥;v; takovd, u nichz by bylo nejvyse d
indexi 7 s neextremdlnimi hodnotami, tj. z; € (0,1) nebo y; € (0,1).
Zkoumejme nyni vyraz ) ,(z; — y;)v; = 0. Pokud je z; # y; pro
nejvyse d indextu, dostdvame spor s linedrni nezdvislosti (libovolné
d—tice vektoru). Pokud je z; # y; pro vice nez d indexu, pak je

1 1
v=g(vty) = Zg(xi +¥i)vi

i
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rovnéz optimalni vyjadieni vektoru v, které ovSem md vice nez d
soufadnic s neextremalnimi hodnotami, coz je spor.

Touto cestou jsme ovSem dokézali rozlozitelnost L pouze za
predpokladu #. Piipady, kdy zadand dimenze d spolu s vektory
Vi,...,V, tento pfedpoklad nespliiuje, maji ,,miru nula”, tedy staci
vektory (téméf) libovolné mdlo pozménit a predpoklad # jiz bude
splnén. Jako pifiklad si vezméme vektory wy, we, %W3, viz vztah (18).
Lze tedy ocCekavat, ze i pro vektory, které nespliuji podminku #,
bude mozné rozklad provést, i kdyz onen ,,optimalni rozklad” ne-
bude jednoznac¢né uréen. V nasem piikladé jsou optimilni rozklady

X1 (21,22,0) Xz (0,z2,73)
Yi: (1, z2,23) Y2 : (21,0,23)
Zy: (z1,1,23) Zy: (z1,22,1)

Piesvédite se, ze napiiklad bod w; 4+ ws 1ze pomoci rozkladu vlevo
zapsat jako (1,1,0) a pomoci rozkladu vpravo jako (3,1,1). Tato
dvé vyjadieni davaji stejny soucet s = 2.

Druhy zpusob dukazu rozlozitelnosti pouze naértneme, zkuste
provést podrobné. Méame-li konvexni (d + 1)-dimensiondlni téleso,
miuzeme ho (ortogondlné) promitnout na néjaky d-rozmérny pod-
prostor (vrafte se k obrazku 7; tam jsme promitali na rovinu kolmou
na télesovou thlopficku (1,1,1)). Bylo-li téleso slozeno z kvadru éi
obecnéji rovnobéznostént, madme na povrchu tohoto télesa viditelné
d rozmérné hrany (tedy rovnobéznostény opét, ale v nizsi dimenzi;
na obrdzku 7 jsou to tedy til kosoCtverce) téch bloku, které vys-
tupuji na povrch. Pii uvedenédm promiténi jsou tyto hrany bud
celé ,,osvétlené” nebo naopak celé ve stinu (rozmyslete si, co tim
asi minime pro obecné d; je mozné napiiklad pomoci skaldrniho
sou¢inu srovnavat normdaly ke sténdm mitici ven z télesa s normalou
k nadroving, na niz promitime). Takze projekci daného télesa
muzeme rozloZzit na d-rozmérné rovnobéznostény dokonce dvéma
zpusoby: nakreslenim projekce ,,osvétlené” ¢i naopak ,,zastinéné”
Casti povrchu.

Nyni je tento postup tfeba iterovat. Zacneme s rovnobéznosténem
vybudovanym v R” nad vhodnymi vektory wy,...,w, a postupné
projektujeme vzniklé konvexni utvary do nizsich dimenzi k = n —
1,...,d, rozkladdajice vzdy vznikly k-rozmérny konvexni tdtvar do
rovnobéznikovych bloku podle vyse uvedeného argumentu.
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Zde vidime, ze (pokud jsou vSechny podprostory, na které
promitdme, pevné zvoleny) mame celkem 2"~¢ moznosti rozkladu
(zkuste si rozmyslet, zda jsou vzdjemné ruzné). Jak souvisi tyto
rozklady s tim, ktery jsme dostali prvn{ metodou (optimalizaci
soufadnic)? Polohy nadrovin, na které postupné promitdme, je tieba

zvolit tak, abychom z vektoru wy, ..., w, € R™ dostali sprdvné vek-
tory vi,...,v, € R% Smér osvétleni pak souvisi s volbou nul a
jednicek v extremdlnich soufadnicich. *MZ

4.2 T¥ti zdkladni vektorové prostory
Ukol: U ndsledujicich mnozin se zadanymi operacemi s¢itini a
ndsobeni prvkem z télesa ukazte, Ze se jednd o vektorové prostory.

Py

Téleso jsou zde vzdy komplexni ¢isla se s¢itanim a ndsobenim.

1. n je pevné zadano. C* = V; = {(v1,...,Vn), x; € C} s operaci
s¢itani po slozkach a nasobeni ¢islem rovnéz po slozkach.

V= (V1,..050n), U= (U1,...,Up) =
V+U=(Ul+u1,...,’un+un), /\V=(/\v1,...,/\vn).

2. Mnozina V» posloupnosti (a;){°, s komplexnimi elementy.
S¢itani a nasobeni Cislem A\ opét ,,po slozkach”, tedy

(ai)iZo + (0:)iZ0 = (ai + )2, AMai)Zo = (Aai)iZ, -

Vsimnéte si, ze plus na levé strané prvniho vztahu znaci s¢itani
vektorti (které chceme definovat), zatimco na pravé strané je
obycejné sc¢itani Cisel. Podobné u druhého vztahu ndsobime
vlevo vektor ¢islem (prvkem z télesa) a vpravo ndsobime ¢islo
Cislem.

3. Mnozina V3 vsech spojitych funkcei (0;1) — C. Séitdni je defi-
novano podobné jako u posloupnosti, tedy bodové

(f+9) (@) = f(z) +9(z), (Af)(@)=Af().

Reseni: Dikaz provedeme pouze v prvnim pifpadé, ostatni piiklady
jsou naprosto analogické. Prvky z prostoru V3 si muzeme piredstavit
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podobné jako vektor z C", jednotlivé slozky vektoru ale nejsou

oznaceny Cisly ¢ = 1,2,...,n, ani ¢ = 1,2,... jako v pfipadé V5,
ale spojitym indexem 0 < z < 1.

Uvazujme tedy dva libovolné vektory v = (v1,...,v,), U =
(u1,...,upn) z V1 a jakdkoliv dvé &isla z,y € C. Definici vektorového

prostoru shrneme do nésledujicich bodu

1. V1 s operaci scitani je komutativni grupa. Vidime, ze u+ v je
opét prvek z Vi a séitdni prvku z Vi je ziejmé asociativni i

komutativni. Neutrdlni prvek je (0,...,0) a inverzni prvek k v
je —v=(—v1,...,—vy), které oba lezi ve V.
2. M4 platit (zy)v = x(yv); uvédomte si, Ze na levé strané

nisobime nejprve Cisla z a y a vysledkem ndsobime vektor,
zatimco vpravo nasobime dvakrat vektor ¢islem. Tvrzeni plati,
obé strany jsou rovny (zyvi,...,Tyvy).

3. (z+ y)v=zv+ yv. Podobna situace jako v pfedchozim bodé:

dédvéame do souvislosti s¢itdni ¢isel a séitani vektoru. V tomto
piipadé jsou obé strany rovny ((z + y)vi,...(z + y)va).

4. z(v+u) = (zv1 + zug,. .., 20, + TUu,) = TV+ ZU.

5. lv=w.
*KV

4.3 Jeden neobvyklejsi vektorovy prostor
Ukol: Ukaste, 7e mnozina A = {a = (a1,a2), ai,a2 € (0;00)}
$ operacemi

a+ b= (a1b1,azbs), za= (af,a3)
tvoii vektorovy prostor nad realnymi cisly. Najdéte izomorfizmus
mezi timto prostorem a R?.

Reseni: Stejné jako v piikladu 4.2 projdeme pét bodi definice vek-
torového prostoru. Bud'te opét a = (a1, a2), b= (b1,b2) prvkyz A a
z,y libovolna realnd ¢isla.
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1. S¢itani prvka z A dava opét vektor z a (soucin dvou kladnych
¢isel je kladné ¢islo) a je asociativni a komutativni, nebot
témito vlastnostmi oplyva i nasobeni kladnych realnych cisel.
Neutréln{ prvek, tedy nulovy vektor, je (1,1) a inverzn{ prvek
kae A je —a = (1/0,1, 1/a2) € A.

2. zya = (a¥,a3") = ((a}), (a§)”) = z(ya)

3. (z+y)a=(a7",a5") = (a%a¥,a3a}) = za+ya

4. z(a+ b) = ((a1b1)?, (azb2)¥) = (atb?,a3ds) = za+ zb
5. la= (ai,al) = (a1,az2) = a.

Zobrazeni

¢: A>3 (a1,a2) — (Inay,Ilnay) € R?
je bijekce mezi mnozinami A a R?, nebot je surjektivni (p(A) = R?)
i injektivni (prosté). Protoze se ,,chova spravné&” k operacim

w(a+ b) =(lna; +1nbd,Inas + Inby) = p(a) + ¢(b)

p(za) = (zlnay,zlnas) = zp(a),

je to také izomorfizmus mezi vektorovymi prostory A a R2. Z toho
napiiklad plyne, Zze oba prostory maji stejnou dimenzi. Takovych
izomorfizmu existuje vice: lze napiiklad volit logaritmy o ruzném
zakladu, ale ani tim jeSté nejsou vSechny moznosti vycCerpany.

*KV

4.4 Je to podprostor, neni to podprostor...

Ukol: U nasledujicich podmnozin, které jsou soucdsti vek-
torovych prostoru Vi, Vo, Vi (z prikladu 4.2), urcete, zda se
jedna o vektorové podprostory. Pokud ano, urCete jeho dimenzi.
U konec¢nédimenzionalnich podprostorii naleznéte néjakou jejich
bazi. Télesem je vzdy C.

1. {(z,y,2,u) € C!, z+y+5z=0}
2. {(0,z,y,2z,u) € C°, z —2y+32=0, z+y =0}
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10.
11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.

: {(z,y,z) € C3a z? +ty= 0}
Alz,y,2) €CqLz+y+2=1}
. Posloupnosti z Va, pro které konverguje fada Y ., |ai|*.

. VSechny omezené funkce z V3 neboli funkce, pro néz existuje

M € R takové, ze |f(z)| < M, Vz € (0;1).

. Vsechny funkce z V3, které spliuji |f(z)| < 1, Vz € (0;1).

Funkce z V3, které nemaji Zadny nulovy bod.

Funkce z Vs, které spliiuji f(0) = f(1) = 0 (homogenni okra-
Jjové podminky).

Funkce z Vs, které spliuji f(0) = f(1) = 5.

VSechny po ¢éastech konstantni funkce z V3 (funkce, pro néz
Ize rozdélit (0;1) na koneény pocet podintervalii, na nichz je
funkce konstantni; pouzivd se také ndzev schodové funkce).

Polynomy stupné n spolu s identicky nulovou funkci.
Polynomy stupné nejvyse n.

Polynomy stupné nejvyse n, které maji koreny % a i.
Vsechny funkce R — R s (nejmensi) periodou 2.
Vsechny funkce R — R s racionalni periodou.

Vsechny periodické funkce R — R.

Poznamka: na piiklady vektorovych prostorti narazite také
v piikladu 12.1.

Reseni: Staci vidy jen ovéfit, zda je prislusny podprostor uzavieny
vzhledem ke s¢itani vektort a ndsobeni vektoru &islem a zda obsahuje
nulovy vektor. V nékterych piipadech zustane tato préce Ctendfi.
Prvni slovo v nésledujicim vyétu je vidy odpovéd na otdzku, zda je
prislusnd mnozina vektorovy podprostor.
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10.

. Ano. Pokud z1 + y1 + 521 =0 a x2 + y2 + 522 = 0 pro néjaké

dva vektory vi, vo, pak to plati i pro v; + v (sta¢i obé rovnice
seCist) a pro Av (stali prvni rovnici ndsobit A).

Dimenze tohoto prostoru je 3, nebot jej lze chidpat jako
mnozinu feSeni soustavy s jednou nezavislou linedrni rovnici a
Ctyfmi nezndmymi. Béze je napiiklad (1, -1,0,0), (0,5,—1,0),
(0,0,0,1).

. Ano. Argumentace je podobna jako u bodu 1, dimenze je

dvé (5 — 3, jedna rovnice je v; = 0), baze je napiiklad
(07]-’_1,_170)’ (Oa 0a0’0a2)'

. Ne. Pficina je, ze rovnice podminky neni linedrni. Nasledek pak

je, ze napfiiklad pro prvek této mnoziny v = (2,—4,1) lezi 2v
mimo mnozinu.

. Ne. Rovnice podminky je sice linedrni, ale neni homogenni.

Tedy pokud v = (1,1,—1) rovnici spliiuje, pak 2v spliuje
rovnici x +y + z = 2, nikolivz +y+ 2z =1.

. Ano. Pokud jsou (a;), (b;) dvé posloupnosti, pro néz uvedend

fada konverguje a soucty jsou A a B, pak (a;+b;) konverguje se
souctem nejvySe A + B. To plyne z trojuhelnikové nerovnosti
lai|? + |bi]* < |a; + bi|?, kterd plati pro kazdy s¢itanec fady
zv1ast. Prostor je nekone¢nédimenziondlni, oznacuje se nékdy

ls.

. Ano. Pokud jsou dvé funkce omezené konstantami M;, My,

pak je soucet téchto funkci omezen M; + Ms.

. Ne. Funkce f(z) = §sin7z v této mnoziné lei, ale 2f(z) niko-

liv.

. Ne. Napfiiklad uz jenom proto, Ze v mnoziné neni nulovy vektor

(identicky nulové funkce).

. Ano. Soucet dvou funkci, které maji v bodé nula hodno-

tu nula, mad v bodé nula opét hodnotu nula. Prostor je
nekoneénédimenziondlni.

Ne. Uz jen kvili nulovému vektoru.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

4.5

Ano. Prostor ma nekone¢nou dimenzi diky volnosti ve volbé
déleni intervalu. Pokud bychom zménili definici této mnoziny
a zadali, aby bylo déleni intervalu (0; 1) vzdy stejné, napiiklad
na (0; zg), {To; 1), - - -, (Tn; 1), bude dimenze n+1 (tedy pocet
interval{l). Vsimnéte si pifmocaré podobnosti s R"*1.

Ne. Ze jsme pfidali nulovy vektor, nAm nepomuze. Soucet poly-
nomu z" + 1 a —z" je polynom stupné nula, tedy nikoliv n.

Ano. Dimenze prostoru je n + 1, bazi tvori napiiklad funkce
1,z,...,2". Tento prostor je samoziejmé izomorfni C*t!,
piislusny izomorfizmus prifadi napiiklad f(z) = ap + a1z +

...+ a,z™ vektor (ag,...,a,) € C**1.

Ano. Prostor ma dimenzi n — 1 pron >2. Pron=1an=0
obsahuje tento prostor pouze nulovy vektor. Bazi prostoru tvoii
napiiklad funkce (z—1)(z— 1), z(z— 3)(z— %), ..., 2" 2(z—
1 1

3@ —5)

Ano. Prostor lze ztotoznit se spojitymi funkcemi na (0;27) a
ma nekonecnou dimenzi. To plyne z toho, ze napfiklad jiz jen
sinz, rsinz, z?sinz, ..., jako funkce f : (0;2w) — R, tvoif
bézi jednoho jeho nekoneénédimenziondlniho podprostoru.

Ano. Pokud mé f periodu P, = p1/¢q1 a g periodu Py = pa2/qa
(p1,2,q1,2 € N), pak plati (f + g) (@ + p1p2) = f(z + p1p2) +
9(z +p1p2) = f(z + qp2P1) + 9(z + p1g2P2) = f(z) + 9(z) =
( f+ g) (z). Jinymi slovy pro dvé raciondlni periody najdeme
vzdycky spoleény celo¢iselny ndsobek (spole¢nou periodu).
Prostor je nekoneénédimenzionalni.

Ne. Funkce sinz + sinv/2z neni periodickd, je to jiz tzv.
kvaziperiodickd funkce (a prostor takovychto funkei, tedy
souttu periodickych funkcije jiz linedrnim prostorem).

*KV

Linearni zavislost vektort z R*

Ukol: Jsou nésledujici vektory z R* linedrné zavislé?

vi = (4,-5,2,6), v» = (2,-2,1,3),
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V3= (6, -3, _379)’ V4 = (4, -1,5, 6)

Pokud ano, najdéte linedrni kombinaci, kterd netrividlné dava 0
(nulovy vektor).

Reseni: Zadané vektory si zapiSeme do matice jako fadky a snazime
se ji upravit Gaussovou eliminaéni metodou. Radky matice nadéle
budeme brit jako vektory a oznacovat je v;;, kde ¢ oznacuje pofadi
vektoru a j pocet tprav, které byly na vektoru provedeny (tedy
napiiklad v;o = v; ze zadéni).

V31=V30—3V20

V21=2V20—V10 V32:V31_3V21

4-5 26 4-5 2 6
29 1 3 Va1=V40— V1o 01 00 Vaa=Vy1 —4Vay
6 -3 -39 - 03 —60 -
4-15 6 04 30
4-5 26 ~ 4-52 6
001 0 0] ™= (o1 00
00 =60 00 =60
00 30 00 00

Vidime, ze zadané vektory jsou linedrné zdvislé. Tzn. z danych vek-
torti muzeme utvofit netrividlni linedrni kombinaci rovnajici se vek-
toru (0,0,0,0) (zpétné):

(0,0,0,0) = vaz = 2vap + v3p = 2[vay — 4va1] + v31 — 3va1 =

= 2[va0 — vio — 4(2va0 — vi0)] + v30 — 3vag — 3(2va9 — v19) =
= 9V1 — 25V2 + V3 + 2V4 .

Tim jsme dostali hledanou netrividlni kombinaci davajici nulovy vek-
tor. *MB,ZV
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4.6 Dimenze linearniho obalu

Ukol: Uréete, jakd je dimenze prostoru napnutého®® na funkcich f,
g, h (uvazovanych na netrividlnim intervalu):

f(z) = asinz — 4cosz — sin 2z
g(z) = 4sinz — 6cosz — 3sin 2z
h(z) = sinz + cosz — asin 2z

v zavislosti na redlném parametru a.

Reseni: Uvazujme prostor V = L({sinz,cosz,sin2z}), jehoz je
L{f,g,h}) jisté podmnozinou. Funkce sinz, cosz, sin2z jsou
nezdvislé (viz piiklad 6.2), a tvoi{ tedy bdzi V. Muzeme napiiklad
funkce f, g, h vyjadiit pomoci slozek v této bazi (muzeme si ale zvolit
i jakoukoliv jinou bézi), &im7 prevedeme problém do R3.

f=(a,-4,-1), g=(4,-6,-3), h=(1,1,—aq).

Dimenzi linedrnfho obalu vektord v R® zjistime snadno pomoci
Gaussovy eliminace. ZapiSeme vektory do fddku matice a eliminu-
jeme.

(2)=(2)—4-(1)

a —4 -1\ M@ (1 1 —a\ 3)=3)-a(1)
4 —6 -3 — 4 —6 -3 —
1 1 —a a —4 —1
(3)=—10-(3)+
1 1 —a +(44a)(2) (1 1 —a
0 —-10 —-3+4a — 0 —10 —3+4a
0 4—a —1+a? 0 0 —6a%+13a—2

Vidime, Ze pro —6a® + 13a — 2 = 0, tedy a; 2 = %, 2, jsou v posledni
matici dva nezavislé fadky. V ostatnich pfipadech jsou nezavislé
vSechny tii radky.

Dodejme, ze pokud bychom nebyli prohodili na zacatku prvni a
tieti fadek, méli bychom podstatné vice prace. Kromé toho, ze by-
chom dostali v matici mnohem vice elementu zavislych na a, museli

290dpustte autorovi tento anglicky slovni obrat. Lze Fict také ,,dimenzi
linedrniho obalu funkci f, g, h”.
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bychom napiiklad uz v prvnim kroku (2) = a-(2) — 4 - (1) provadét
diskuzi. Tento krok je totiz moZzny pouze pro a # 0. V opaéném
pfipadé umeéle snizujeme dimenzi linedrniho obalu ¥ddku matice tim,
ze vymazeme druhy fidek a nahradime ho (—4)-krdt prvnim. Pfi
Upravéch, které jsme provadéli v nasem feSeni, diskuzi provadét neni
tieba, nebot nase dpravy spoéivaly v ndsobeni upravovaného iadku
nenulovym (pevnym) &islem a pfi¢itdni linedrni kombinace ostatnich
fadku (kterd zdvisela na a). Samoziejmé ndm nevadi, kdyz napiiklad
v prvni dpravé ke tfetimu fadku piicteme prvni fadek krat nula.
*KV

4.7 Hodnost linearniho zobrazeni
Ukol: V prostoru V polynomu nejvyse tretiho stupné uvazujme pod-
prostor W = L({ 1, f2, f3, fa})

fi(z) =3 +z+2, fi(z)=2>+a-3,

f2(z) = =323 +62° — 2+ 13, fy(z) = 22> + 32% + 3z — 4.

Déle uvazujme zobrazeni a : V. — V, a : f — f' (derivace®®) a
zobrazeni b: L({1,z,2°}) = V, b: f(z) — zf(z).

1. Urcete dimenzi W.

2. Uréete hodnost zobrazeni a : V — V a hodnost a|w, jeho
restrikce na W (tedy derivace, kterd z W zobrazuje do V).
Ovérte platnost tvrzeni dim Im f + dim Ker f = dim V' pro obé
zobrazeni.

3. Ukaizte, %e se zobrazeni ab a ba na U = L({1, z,z%}) lisi.
Reseni: Hned na za¢itku je dobré si uvédomit, ze obé zobrazeni jsou
skutecné linedrni, tedy ze plati a(f + g) = af + ag a a(\f) = Aaf.

1. Zadané vektory zapiseme v bazi {z*®, 22, z,1}, &im% celou tlohu
prevedeme do R*. Vektory slozek zapiseme do iddkd matice a

30V tomto pFikladu budeme potiebovat védét pouze to, ze derivace je linedrni
zobrazenf a 7e (z")' = nz" 1.
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Gaussovou eliminaci ji pfevedeme na horni trojihelnikovy tvar.

031 2 101 -3
36 -1 13 | W°® 062 4
101 3] 7 = "looo o
2 3 3 —4 000 0

Vidime tedy, ze dimenze W je dvé.

Prvni krok (prohozeni prvniho a tfettho fddku) jsme udélali
proto, ze prvek a1 (pivotnd prvek) musi byt nenulovy. Podobn4 situ-
ace muze nastat samoziejmeé i pozdéji. Pokud pracujeme numericky
(na pocitaci, s koneénou presnosti), je vzdy vyhodné prohodit Fadky
tak, aby byl pivotni prvek co nejvétsi.

2. Hodnost obecného zobrazeni f : X — X je totéz co dimenze jeho
obrazu, tj. prostoru f(X). Zjistime ji tedy napiiklad tak, ze v X
zvolime n&jakou béazi {vi,...,v,} a nalezneme dimenzi linedrnfho
obalu {f(vl)a ey f(vn)}

My si zvolime ve V opét bazi B = {z%,2%,z,1} a vidime, Ze
a(B) = {3z%,2z,1,0}, tedy h(a) = dim £L(a(B)) = 3.

Jddro a je jednorozmérny prostor vSech konstantnich funkci,
v nasem zapisu £({1}). Rovnost dimIma + dimKera = 4 je tudiz
splnéna.

Pro W to muzeme udélat podobné. Vime, ze dim W = 2, za bazi
si tedy zvolime napiiklad funkce fi(z), f2(z), které jsou ocividné
nezavislé, tedy L({f1, fo, f3, fa}) = L({f1, f2}) = Funkce afi(z) =
6z + 1, afa(z) = —9z% + 12z — 1 jsou ale také nezavislé, a tedy je
h(a|W) =2.

Zobrazeni a|w je injektivni (prosté), protoze3! v priniku W
a L({1}) = Kera lezi jen nulovy vektor. Pokud pro dikaz této
skutetnosti nemuzeme pouzit dimKera|w = dimW — h(alw) = 0
(napf. proto, ze to mdme dokdzat), je nejvyhodnéjsi ukazat, ze

dim £({f1(z), f2(2),1}) = 3.

3. 1 pro tento kol je nejvhodnéjsi sledovat, jak pusobi zobrazen{
na néjakou bazi v daném prostoru. Pokud zvolime za tuto bazi
piimo {1,z,z?}, vidime, Zze baU = L({0,z,2x%}); véimnéte si, Ze

1

311.ze samozfejmé také pouzit zndmé lemma pro linedrni zobrazenf a: dim W =
dim a(W) = a prosté.
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h(ba) < min{h(d),h(a)} = 2, jak ma byt. Naproti tomu abU; =
L({1,2z,3x2}), tedy nejenze ab a ba plsobi jinak napiiklad na z?,
ale dokonce i hodnosti téchto zobrazeni nejsou stejné. *KV
4.8 Slozky vektoru vzhledem k ortogonalni bazi
Ukol:
1. Urcete souradnice vektoru v = (2,5,6) vzhledem k bdzi
B ={u,us,u3} ={(1,2,1),(1,1,-3),(-7,4,-1)}
a zapiste (2,5,6) jako pfislusnou linedrni kombinaci.
2. Udélejte totéz ,,chytrejsi” metodou, ktera vyuziva skutec¢nosti,
Ze baze je ortogonalni.
Reseni:

1. Resime soustavu

1 1 -7 2
vi| 2| 4w 1 + vg 4 =15],
1 -3 -1 6
neboli
11 —-7|2
21 4|5
1-3-1|6
Gaussovou eliminaci ziskdme
100 3
A=1010]| -1
001| 0

Tedy v= (3,—1,0)p neboli v=3u; — u.

2. Béaze B spliuje u; - u; = 0 pro i # j (ovéite). Diky tomu plati
v=uiuy +vaus +vsus = v u; = vlu]?.

Tedy napiiklad v, = % = % =3.

*PV,KV
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4.9 Baze, souradnice, homomorfizmy

Ukol: Ve vektorovém prostoru R? jsou ddny dvé mnoziny vektori

1 0 1
S = 0 1 1 = {SZ}
1 0 0
2 -1 -1
N={|1 1 0 = {n;}
1 -1 0

Déle bud T linedrni zobrazeni T : R® — R® definované takto:

T T1 + X2
Tx=T| a3 | = 2x9
Z3 Tl — T3

1. Ovéite, Ze mnoziny S i N tvoii bazi vektorového prostoru R3.

2. Urcete souradnice vektoru n; vué¢i bazi S. Uréete souradnice
vektoru s; vidéi bazi N. Jaké jsou souradnice s; vuci bdzi S?

3. Bud ¢ vektor, ktery ma vici bdzi N souradnice ci, co, cs3.
Najdéte jeho soufadnice v bazi S.

4. Najdéte matici linedrniho zobrazeni T' vudéi bazi S a vuci bazi
N.

Reseni:

1. Abychom ukazali, ze doty¢ny soubor vektoru S (resp. N) tvoii
bézi, je tieba ovéfit dvé podminky. Kazdy vektor z prostoru R musi
byt mozno vyjidiit jako linedrni kombinaci prvka mnoziny S (resp.
N) a dané vektory musi byt linedrné nezavislé. Protoze dimenze pros-
toru R? je tii a zadané mnoziny jsou tiiprvkové, stacf, kdyz budou
vektory v mnoziné S (resp. N) linedrné nezdvislé a prvni podminka
bude splnéna automaticky. Pfipomenme si, ze linedrni nezavislost
vektorl s; znamend platnost nésledujici implikace

c151 +cso+c353=0 = c1=co=c3=0
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Musime tedy ukézat, Ze rovnice c151 + ca52 + 353 = 0 (pro nezndmé
c1, €2, c3) mé pouze trividlni feSeni (tzn. samé nuly). Uvedend
rovnice je

1 0 1 0
c1| 0|+ | 1) 4+ec3|1]|=10],
1 0 0 0

coz muzeme v maticové podobé napsat jako

101 C1 0
011 Co = 0
100 c3 0

Vidime, ze matice A soustavy je regularni (napiiklad proto, ze
det A = —1 # 0; nebo proto, ze kdyz odecteme od tietitho fadku
prvn{ faddek, dostaneme matici v hornim trojihelnikovém tvaru), a
tedy jediny vektor, ktery se zobrazi na nulovy vektor, je nulovy vek-
tor. Uvedend soustava vektoru s; je proto nezavisld a mnozina S je
baze R3. Naprosto stejnym postupem zjistime, ze také mnozina N
je baze R3.

2. Soufadnicemi vektoru n; vuéi bézi S rozumime takové koefi-
cienty a;, ze plati

ny = a151 + azS2 + a3ss.

Po dosazeni dostaneme

1 0 1 2
ai | 0 ) +ax| 1) +az| 1l = 1],
1 0 0 1

coz v maticovém tvaru napiSeme takto

101 a1 2
011 a | =11
100 as 1

V tomto piipadé lze koeficienty a; snadno uhadnout, ale to nemusi
jit vzdy. K vyfeSeni soustavy pouzijeme tieba Cramerovo pravidlo
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(nemdme-li radi determinanty, pouzijeme napiiklad Gaussovu elimi-
naci, viz pfiklad 1.1). Pro koeficient a; dostaneme vyjadfent

- detBi
‘" detB’

kde B je matice soustavy a B; je matice soustavy, v niZz misto i-tého
sloupce napiSeme sloupec pravé strany. Koeficienty a; jsou

1 201 1 121
(11:—111 :1, a2:—011 :0,
100 110
1 102
az=—|011]|=1.
“Tl101

Pro vektor n; jsme tedy nasli vyjadieni pomoci vektoru s; jako
ny; = 1s; + 1s3. Tuto skuteénost budeme zapisovat timto zpusobem:
nT = (1,0,1)s, kde indexem S chceme naznagit, 7e se jednd o slozky
vektoru ny vuéi bdzi S. Naprosto stejnym postupem najdeme slozky
ostatnich vektoru n; vuéi bazi S. Konetnym vysledkem naseho
snazeni bude

1 -1 0
n = 0 s ng = 1 , ng = 1
1 s 0 s -1 s

Povsimnéme si toho, ze vztahy typu n; = 1s;+0s3+ 153 lze ve zkratce
napsat jako

1-10
(m,n2,n3) = (s1,82,83) | 0 1 1 | =(s1,5,5)C, (19)
10 -1
kde matice C' md ve sloupcich soufadnice vektoru bdze N = {n;}
vuci bazi S = {s;}. Takovd matice se nazyvad matice pFechodu od
béze S k béazi N.
Nasim dalsim tkolem je najit soufadnice vektoru s; vuci bazi N.
Bylo by jisté nad miru umorné opakovat znovu cely predchazejici
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postup. Nastésti ndm staéi podivat se na vyse uvedenou rovnici a
méame hned vysledek, totiz

(nl, na, n3)C'71 = (51,52,53) 5

kde pozadované hodnoty soufadnic vektoru s; vici bazi NV ¢teme po
fadé ve sloupcich matice C~!. Zbyva vypoéitat inverzi matice C. To
provedeme klasickym zpusobem, a sice tak, ze si vedle sebe napiseme
matici C a matici identity I a provddime povolené (rozuméj ekviva-
lentni fidkové) dpravy matice (C | I) dokud nedostaneme matici
(I'|U). Pravé matice U je inverzni matici k matici C.

1-10[100)@=@-0/1-10]100)\E-3-@
01 1]010 — 01 1010 —
10 -1(001 01 -1[-101
1-10]1 00\@st®+@(1-10][1 00
01 1[0 10 — 01 0|1 11
00 —2|-1-11 00 —2|-1-11
W-@+@ (10 0 | 1 %% 3)=-1(3) /(100 %%%
— 010 (-5 5 3 — 010_%gé
00 —-2|-1-11 001 %5_%

Skute¢né plati napt. s; = %(nl — ng + n3).
Slozky s; v bézi S jsou samoziejmé sT = (1,0,0)s, s2 = (0,1,0)s,
st =(0,0,1)s.

3. Pii uréovéni soufadnic vektoru ¢ vuéi bazi S bychom mohli pos-
tupovat pfimo, tzn. mohli bychom fesit rovnici (pro nezndmé d;, do
) d3)

cin + cang + Cc3Ng = d151 + d152 + d153.

To je ale zbytecné. Uvédomime si, ze vektor ¢ lze zapsat jako

T
c=c1nm + cang + cang = (ny, my, n3)[(c1, c2,03)n]
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a také si pfipomeneme neddvno odvozenou formulku

(n1,n2,n3) = (51,52,53)0- (20)
N —— N ——r
baze N baze s

Kombinaci téchto vzorcu dostaneme
T
c=(s1,5,5)C[(c1,¢2,¢3)n] ",

odkud je vidét, ze soufadnice vektoru c vuéi bazi S budou

d1 C1
d2 =C C2 . (21)
d3 S C3 N

Nézorné vidime, Zze matice prechodu C, kterd linedrnim kombi-
novanim vyrdbi z vektoru bize S vektory baze N (vektory psané
do fadku, vztah 20), funguje pfi prici se sloZkamsi néjakého vektoru
v opatném sméru (slozky psané do sloupce, vztah 21). Pro kontrolu
si zkuste do (21) dosadit (c1,c2,c3)T = (1,0,0)T (matici C viz ve
vztahu 19) a ovéite, ze dostaneme spravny vysledek.

4. Matici linedrniho zobrazeni T vzhledem k bazi S rozumime
matici, kterou je potfeba nasobit sloupec slozek libovolného vek-
toru s vzhledem k této bazi, abychom dostali sloupec slozek vektoru
budeme chtit s a T's vyjadfovat v ruznych bazich.

Abychom zjistili jak bude vypadat matice zobrazeni T vuéi
béazi S, spocteme nejprve vektory T's;, T's; a T's3. Poté najdeme
soufadnice téchto vektoria vuéi bdzi S stejnym zplsobem jako
v piedchozich bodech. Mame

Ts, = T((1,0,1)) = (1,0,0) = —sp + 53 = (0,—1, 1)

Ts; = T((0,1,0)) =(1,2,0) = s, +s3 = (0,1,1)5

Tsy = T((1,1,0)) =(2,2,1) =s1 +s2 + 53 = (1,1,1)s
Matice zobrazeni je jakasi tabulka Mg. Pov§imnéme si, jak ma tab-
ulka Mg téinkovat na vektory s; = [(1,0, O)S]T.

1 0 0 0
Ms|lo)] =|-1]| ,Ms|1] =[1],
0 S 1 S 0 S 1 S
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s s
Nynf si sta¢i uvédomit, ze nasobenim matice vektorem, ktery ma
jednicku v i-tém Fadku a vSude jinde nuly, dostaneme jako vysledek
i-ty sloupec matice. Nebo také lze uvedené tfi rovnosti shrnout do
jedné

100 0 01 001
Mg|l010]=-111 = Mg=|-111
001 111 111

Pfi hleddni matice zobrazeni T vuci bazi N bychom mohli postupo-
vat obdobné. Ale protoze jiz mame tolik uzite¢nych mezivysledku,
byla by skoda, kdybychom je nevyuzili. Sta¢i fadné prostudovat
nasledujici schéma

béaze S zobrazeni baze S

o), ),
e

(> My o-1yge ()
N N
baze N baze N

Pusobeni matice My (resp. zobrazeni T') 1ze také dostat takto: nej-
prve zkoumany vektor (-) ; (zadany v bazi N) prevedeme do béze S,
k ¢emuz ndm poslouzi matice C. V bazi S jiz zndme vyjadieni zo-
brazeni T' pomoci matice Mg. Najdeme obraz vektoru pii pusobeni
matice Mg. Tento vysledek vyjadiime v bazi N, k Cemuz nim
poslouzi matice C~!. Vysledek bude stejny jako piimé piisobeni ma-
tice My. S vektorem (), byla celkem provedena slozend operace
C~'MgsC, a proto nemuize byt jinak, nez ze

My = CilMso.
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Po dosazeni konkrétnich ¢isel mame

1 1 1 0 01 1-10
MN:§ -111 —-111 01 1 =
1 1-1 111 1 0 -1
P14
= 311
514
*VP

4.10 Magické étverce

Ukol: Magické &tverce jsou étvercové matice Cisel, jejichZz soucty
po fadkach se rovnaji sobé navzajem a také souctum ve sloupcich,
pripadné téz souctiim po diagonale.

a)

b)

d)

Uvazujte prostor M, realnych matic 3 x 3 takovych, Ze soucty
v fadkach i sloupcich se rovnaji. Urcéete dimenzi tohoto pros-
toru a najdéte libovolnou bazi.

Prostor My obsahuje matice z M, s dodate¢nou podminkou,
Ze 1 soucty po diagondldch se rovnaji souctium v Fadkdch éi
sloupcich. Uréete dimenzi Ms a naleznéte vhodnou bazi.

Naleznéte pravy magicky ¢tverec 3 x 3, v némz se kazdé ¢islo
z mnoziny 1,...,9 vyskytuje pravé jednou. Ukazte, Ze ro-
tacemi a zrcadlenimi Ize ziskat vice magickych Ctvercu, nez
je dimenze My z minulého bodu. Vysvétlete tento fakt. Pokud
Vase odpovéd bude obsahovat spojeni ,,linedrni kombinace”,
zvolte za bdzi dim(Mz) — 1 pravych magickych étverci a matici
se samymi pétkami a zapiSte vSechny ostatni pravé magické
Stverce jako linedrni kombinaci prvku této baze.

Pokud piejdeme od étvercu 3 x 3 ke étvercim 4 X 4 nebo
obecnéji n x n (a pozadujeme stile to, co v bodech a,b), jakd
bude dimenze?
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Reseni:

a) V prvnim tkolu ozna¢me nejdiive soucet v libovolné ¥adce nebo
sloupci s. PiSme do prvni fadky a,b a posledni polozka fadky pak
musi byt s — a — b. Do druhé tfadky piSme d, e a posledni polozka je
nutné s —d — e. Treti fadka je pak také jednoznaéné uréena a obecny
prvek M; ma tvar

a b s—a—2>b
M= d 2 s—d—e . (22)
s—a—ds—b—ea+b+d+e—s

Lehce zkontrolujeme, Ze pro libovolnou volbu péti &isel a,b,d, e, s
spliiuje M podminky M;. Zaroven jsme zapsali nejobecnéjsi feseni,
protoze ke kazdému vyjadieni novych polozek pomoci starych jsme
byli pfinuceni. Tudiz dimenze M; je rovna péti. Za bdzi lze zvolit
napiiklad pét matic, které dostaneme dosazenim jednotky za jednu
proménnou a nul za ostatni proménné z mnoziny {a, b, d, e, s}, tedy

1 0-1 0 1-1 0 0 0
Ai=| 0 0o o],4=]0 0 0),45=| 1 0-1],
-1 0 1 0-1 1 -1 0 1
0 0 0 0 0 1
Ag=10 1-1],4=[0 0 1
0-1 1 1 1 -1

Dodejme na zavér, ze se v pravdépodobnostnich tlohach vyskytuji
takzvané bistochastické matice, coz jsou Etvercové matice (napiiklad
3x 3), které maji soucty prvki v kazdém fadku i sloupci rovné jedné.
Vsechny takové matice tvoii ¢tyfdimenzionalni afinni prostor, neboli
je lze zapsat ve tvaru

B=As +a1A; + asAy + asAs + agAs & A5 + L.

Afinni prostor v prostoru V je tedy ,,vektorovy podprostor U C V
plus jeden prvek v € V”; v na§em piipadé tvofi matice A, Ag, Az, Ay
bazi U a matice As je prvek vz V. Pokud v ¢ U (jako v naSem
piipadé), pak tento afinni prostor neni vektorovym podprostorem
V. Nézorné (v R"™) si jej lze predstavit jako ,,posunuty vektorovy
podprostor”.
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b) V dalsim tkolu, v prostoru Ma, pozadujeme jesté navic
at+tet+a+b+d+e—s=s, s—a—d+e+s—a—b=s,

coz jsou dvé nezavislé rovnice, z nichz lze napiiklad vyjadiit d,e.
Obecnd matice je pak urcena tfemi nezavislymi ¢&isly a, b, s, dimenze
M je tedy rovna tiem. Bdzilze zvolit podobné jako v minulém bodé.
Pro (a,b, s) rovno postupné (1,0,0), (0,1,0) a (0,0,1) vyjde

10-1 0 1-1 00 1
Bi={(-20 2|,B={-1 0 1|, Bs=| 5 53
1 2 2
10 -1 1-1 0 -3 2 2

¢) Kdyz v pravém magickém ¢tverci zapiseme ¢isla 1,...,9, soucet

viech ¢isel bude 9-(1+9)/2 = 45, jinak fe¢eno soudet v kazdé fadce
musi byt roven 15. Prumérné &islo v kazdé fddce nebo sloupci &i
diagonale pak musi byt 5 a muzeme ukézat, Ze i uprostied musi byt
¢islo 5. Naptiklad tak, ze dvakrit soucet soucti po obou diagondlach
plus soucet prostiedn{ fady a soucet prostfedniho sloupce (celkem
6 - 15 = 90) je roven souétu souctl na &tyfech hranidch (4 - 15 = 60)
plus Sestkrat prostfedni éislo (6 - p = 30).

Na protéjsich stranach od ¢isla 5 musime napsat pary cisel, je-
jichz soucet je roven 10. Jde jen o to, kam napiSeme 1 — 9, 2 — 8
atd. Zacneme tieba s jednotkou uprostied néjaké hrany. Intuice nas
potom vede k tomu, Ze dvojku napiSeme co mozna nejdale od jed-
notky a zbytek magického ¢tverce je jiz urcen jednoznaéné (viz prvni
matice nize v rovnici (23); pokud bychom dvojku umistili do nékteré
ze dvou zbyvajicich poloh, ¢tverec bychom nedokon¢ili — zkuste
si). Kazdy takovy magicky ctverec lze otocit do 4 ruznych svétovych
stran a od kazdého otoceni lze pofidit zrcadlovou kopii, celkem mame
8 tvaru magickych ¢tvercu. Vyse jsme ale ukézali, ze dimenze pros-
toru vSech magickych ¢tvercu je rovna tfem. Duvod je v tom, Ze
kazdy prvek M, (napi. kazdy otoCeny magicky &tverec) lze psét jako
linedrni kombinaci zdkladnich &tverct (z Ma)

816 618 555
M=A|357|+B|753|+C|[555]. (23
492 294 555
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Vsech 8 otoceni a zrcadleni pravého magického étverce ziskdme z (23)
volbou (prvni dva &tverce jsou pifmo z (23) a dalsi dva jsou jejich
stfedové soumérné obrazy)

1,0,0), ( ~1,0,2),(0,-1,2),
5 3 1 3 5 1 5 3 3 3 5 3
(-3 CH53) 153 (H—13)

Vsimnéte si, ze A + B + C = 1 ve v8ech pfipadech, coz je nutné
k zachovani souétu 45 vsech ¢isel. Nezapomernite také, ze pravé mag-
ické ¢tverce netvroii vektorovy prostor (zkuste schvalné dva pravé
magické Ctverce secist).

d) Prostor obecnych matic n x n md dimenzi n?, oviem méme

2n — 2 podminek3? definujicich M; a dalsi 2 podminky definujici
My, celkové dimenze M, je tedy n? — 2n = n(n — 2). Pro vétsi
Ctverce tedy otekdvame, ze bude existovat vice magickych ¢tvercu a
podminky nebude tézké splnit. *LM

4.11 Vektory se sudym poctem jednicéek

Ukol: Necht P je (n—1)-dimenzionlni podprostor 73 . Necht se libo-
volné dva riuzné vektory x,y € P lisi alespori ve dvou soufadnicich.
Potom je P tvoren pravé vSemi vektory obsahujicimi sudy pocet
nenulovych slozek.

Reseni: Uvazujme matici A, jejiz n — 1 ¥4dkd je tvofeno bazi pod-
prostoru P. Hodnost této matice je n — 1, a tedy dimenze obrazu
zobrazeni odpovidajicitho této matici je n — 1. Dimenze jadra to-
hoto zobrazeni je dle véty o dimenzi jidra a obrazu jedna, a tedy
jddro obsahuje prévé jeden (pracujeme nad Zs) nenulovy vektor —
ozna¢me ho w. Déle ozna¢me B matici, kterd obsahuje jediny fadek
a tim je vektor w. Jadro zobrazeni odpovidajiciho této matici mé
dimenzi n — 1 a je nadmnozinou podprostoru P — kterykoliv fadek

32Celkem 2n rliznych souétli se ma rovnat sob& navzijem, coZ znameni
obecné 2n — 1 podminek, jelikoz souéet muZe byt libovolny. OvSem souéty
viech &isel v fadkach (soucet vSech Fadkovych soucti) a vSech Eisel ve sloupcich
(sou&et vSech sloupcovych souétl) se automaticky rovnaji, coz znamen4, Ze jedna
z podminek byla linedrné zavisla na ostatnich (porovnanim souéti n ,,Fadkovych”
rovnic a n ,,sloupcovych” rovnic dostdvame trividlni rovnici ns = ns). Proto jen
2n — 2 je nezavislych.
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A nésobeny slozkové (3, z;y;) s w d& nulu. Potom toto jadro je
ale pravé podprostorem P. Kdyby w mél néjakou nulovou slozku
(Feknéme i-tou), potom by vektor e; (samé nuly, jedni¢ka na i—
tém misté) ndlezel do podprostoru P a od nulového vektoru, ktery
v tomto podprostoru také lezi, by se li§il v jediné slozce. Tedy
musi platit w = (1,...,1). Z pfedchozich uvah plyne, ze jidro
B = w' je pravé P, a tedy P obsahuje privé ty vektory, jejichz
pocet nenulovych slozek je sudy (stle pracujeme nad Z). *DK

4.12 Bernstejnovy polynomy

Ukol: Dokaite, 7e polynomy Py(z) = zF(1 —z)" %, k= 0,...,n
tvori bazi na prostoru realnych polynomu stupné nejvyse n.

ResSeni: Postup je celkem primocary. Vzhledem k tomu, ze dimenze
uvazovaného prostoru je n + 1, staéi zfejmé dokazat, ze polynomy
Py jsou linedrné nezavislé. Predpokladejme tedy, ze néjakd jejich
linedrni kombinace je identicky nulova:

ao(l—2)"+arz(l—2)" 1+ - +an_12" 1(1—2)+a,2" =0, (24)

kde ag,...,an jsou libovolnd (redlnd) isla. Dosazenim z = 1 do
(24) dostaneme okamzité a, = 0. Ted rovnost (24) zderivujeme
podle z, pfiCemz pouzijeme tvrzeni, ze pii derivovani se nasobnost
vsech kofenti polynomu snizi o 1 (nepopirdme ale, ze pii derivovani
mohou vzniknout kofeny nové). Postupujeme tedy indukci tak, ze
vzdy zderivujeme a dosadime x = 1, ¢imZ postupné anulujeme
Ap—15y0n—24.-.,00-

Na Bernstejnovy polynomy narazime napiiklad v dikazu Weier-
strassovy véty, kterd iikd, ze kazdou funkci f spojitou na uzavieném
intervalu (a,b) lze s libovolnou pfesnosti aproximovat polynomem
ve smyslu ,,pro kazdé ¢ > 0 existuje polynom P(z) takovy, ze
|f(z) — P(z)| < € pro viechna x € (a,b)”. Pokud si tuto vétu budete
chtit dokdzat sami, zkuste vzit posloupnost polynomu

ac:n ™) gk (1 = z)mk k
Bl =3 () o0 -0 (%) (25)

a dokdzat, ze na intervalu (0,1) konverguje stejnomérné k funkci
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f(z) (pfechod od obecného piipadu k intervalu (0, 1) pfeskdlovanim
je jednoduchy).
Vyjéadfeni (25) mé jednoduchou statistickou interpretaci. Zname-
i hodnoty funkce f(z) jenom v bodech k/n, kde k = 0,...,n,
muzeme jeji hodnotu v libovolném bodé pfiblizné spocitat jako
vazeny prumér zndmych hodnot. Formule (25) ndm pak iik4, ze vdhu
hodnoty f(k/n) mame vzit jako pravdépodobnost, ze pfi n hodech
minci padne k-krat hlava, pficemz = je pravdépodobnost padnuti
hlavy pfi jediném hodu. To, ze posloupnost (25) konverguje k funkci
f(z), je pak jen ukdzkou platnosti zndmé centralni limitni véty.
*TB
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5 U'lohy pro ortogonalisty

5.1 Ortogonalni doplnék

Ukol: Naleznéte ortonormélni bdzi ortogondlniho dopliku V =
£({(1,0,2,1),(2,1,2,3),(0,1,-2,1)}), je-li skaldrni soucin (x,y) =
Ylim1 Tili-

Reseni: Nejdifv zjistime dimenzi prostoru V.
1\ @-21)—=@) (10 2 1
3 — 01 -21

-2 1 01 -21

Tady uz vidime, ze jeden z vektord je linedrné zavisly. A jelikoz

zjevné vSechny t¥i vektory nejsou nasobkem jediného vektoru, musi

byt dimenze V rovna dvéma. Za bézové vektory V si muzeme zvolit
napifklad prvnf dva faddky z matice vpravo (oznacime je vy, vo).

Hledéni ortogonalniho dopliitku k V' provedeme nyni nasledovné.
Vektory vi, vo doplnime (libovolnym zplisobem) na bazi v R?; zbylé
dva vektory ozna¢me vs, v4. Pak provedeme Grammovu—Schmidtovu
ortogonalizaci a ziskdme vektory wi, wo, ws, wy. Pritom ale wy, wy
generuji V a ws, wy jsou na oba tyto vektory kolmé. Linedrni obal
ws, wy je tedy kolmy na V, a je tudiz roven V.

Vektory vs, v4 zvolime tak, aby matice, v niz budou v, vo, v3, vy
jako fadky, byla v hornim trojihelnikovém tvaru. Tim bude hned na
zacatku jasné, ze jsou tyto vektory linedrné nezavislé, a tedy ze tvoii
bézi R%.

v 10 21
vl [01-21
vi| {00 10
vy 00 0 1

Za prvni bazovy prvek si zvolime vektor w; = v;. Pro druhy
musf platit: (w1, wa) = 0 (musi byt kolmy na prvni vektor) a zéroven
wo = Vo + kwy (lezi v roviné vektort v, vi = wy).

0= <W1,V2 + kW1> = <W]_, V2> + k<W1, W1> =-346k =

1 1
k=—- = = — — .
= 2 wo 2(1725 273)
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Abychom si zjednodusili poéitdni a vyhnuli se zlomkim, muzeme
tento vektor nahradit jeho dvojndsobkem. Kolmost w; a we ani je-
jich linedrni obal tim samoziejmé nezménime. Volime tedy wy =
(1,2,-2,3).

Podobné postupujeme pro tfeti a ctvrty vektor, tady uz vSak
musi byt splnéna kolmost na vSechny ptredeslé vektory. Hledame ws
ve tvaru ws = v3 + kwy + lwe, pii dpravich vyuzivime (wy, we) = 0.

0= <W3, W1> = <V3, W1> +k<W1, W1> —|—l<W2, W1> = 2+6k = k=-—

0= <W3, W2> = <V3, W2> +k‘<W1, W2> —|—l<W2, W2> =-2+18] = [ =

O = W=

1
= W3:§(_2,2,1,0) - wy =(-2,2,1,0).

Posledni krok jsme opét udélali jen pro nase pohodli pfi pocitani.
Nakonec se jesté vyporadame s wy = vy + kwy + lwg + mws

0 = (wq, w1) = (va, w1) + k{wr, wr) + I{wz, w1) + m(ws, wy) =

—1+6k+0l+0m = k:_%
0 = (wa, wa) = (va, wa) + k({wr, wa) + [{wa, wa) + m(ws, wp) =

1
=3+0k+181+0m = lz—g
0 = (wy, wz) = (va, w3) + k{wy, wz) + [{wa, w) + m(ws, wz) =

=04+0k+0l4+9m = m=0
1
= w4:§(—1,—1,0,1) - wy=(-1,-1,0,1).

Vektory ws, wy na zavér délime jejich normami a poddvame je podle
chuti s okurkovym saldtem
1

w3 = g(_2527 170)1 Wy =

1
— —_(~1,-1,0,1).
73 )
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Na zavér doplime, ze ulohu lze vyiesit také rychleji. Hleddme
prostor feSeni soustavy

10 2 1\ [™ 8

21 2 3| [*]= (26)
T3 0

01 -21
X4 0

Kazda z téchto tif rovnic vyjadiuje podminku, ze vektor x ma byt
kolmy na jeden z vektoru, pomoci nichz jsme definovali V. Béazi to-
hoto prostoru pak ortonormalizujeme napiiklad vySe uvedenym pos-
tupem.

Pokud bychom potfebovali pracovat s néjakym obecnym skaldr-
nim soucinem (x,y) = 3, ; A¥z;y;, staci ve vztahu 26 vsunout mezi
matice na levé strané ¢tvercovou matici A = (A%). Tato matice (té
Grammova matice) je ale pro na§ skaldrni sou¢in rovna 1.

*MB,ZV

5.2 Grammova—Schmidtova ortogonalizace

Ukol: a) Uvazujme mnozinu vektort

1 2 0
{V1,V2,V3} = 1 ) 0 ) 1
1 1

Proved’te s timto souborem vektorii Gramm-Schmidtiiv ortogonali-
zalni proces, tzn. najdéte takové vektory {w;, wa, ws }, pro které plati

o w;-w; = §;;, aneb®® je-lii # j, pak w;-w; = 0, jinak proi = j
je Wi - Wj = 1

o L({n}) = L({m}), L{w1,v2}) = L({w1, wa}),
L ({v1,v2,v3}) = L ({w1, wp, w3 })

nebo jesté jinak: mdme nalézt takovy systém vektori {w, wa, ws},
které maji jednotkovou velikost, jsou navzajem kolmé a kazdy z vek-
tortl v; Ize zapsat jako linedrni kombinaci vektord w;.

33symbol - znagi eukleidovsky skalérni soucin, a- b= Z?:l a;b;, plati a- b=
||a]|||b]| cos ¢, kde ¢ thel mezi vektory a a b
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b) Poté co se oprostite od zapisu vektoru se Sipkami a vyhradniho
uzivéni skaldrniho soucinu ,, - 7, proved'te totéz pro vektory (polozte
si otdzku: Z jakého vektorového prostoru?)

{f1’f27f3} = {17:17’:1:2}7

se skaldrnim sou¢inem zadanym predpisem

b(f,9) & / @)z,

norma v tomto prostoru je prirozené ||h|| = 1/b(h, h).

Reseni: Pied vlastnim vypoctem by bylo vhodné zjistit, zda jsou
zadané vektory linedrné nezavislé. Letmym pohledem se ujistime, ze
tomu tak skutecné je. Nyni se budeme vénovat vlastni ortogonalizaci.

Za prvni vektor ze souboru w; vezmeme jednodu$e spravné nor-
movany vektor vi, pfipomenme si, ze pozadujeme, aby velikost vek-
tori w; byla rovnd jedné. Tedy

W (12
wp = ! = ]./\/i
0

Za druhy vektor zvolime (podivejte se na obréazek 8, vlevo)

Vo — W1 (W1 . V2) _ i 1

Temw ) VB

wo

Takto zvoleny vektor ma skutecné jednotkovou velikost (o tom se
snad nedd pochybovat) a navic je wy - wa = 0, coz ovéfime jednoduse
tak, ze oba vektory vynasobime

W1'V2—(W1'W1)(W1'V2) o (W1'V2)—(W1'V2) -0,

Wi - Wop = = —
L [[va — w1 (w1 - vo) || [[va — w1 (w1 - vo) ||

geometrickd interpretace vektoru ws je patrnd z obrazku. Vektor v,
jsme si predstavili jako soucet vektoru vo | , ktery je kolmy na vektor
wi, a vektoru vy |, ktery je rovnobézny s vektorem w;. Evidentné
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pak je vo | = vo — vp | = vo — wy (||[we]|cos @) = vo — wy (wy - vp).
Stali proto zvolit we = vo 1 /||ve, 1|, ¢imz jsme ospravedlnili volbu
vektoru ws. Pro dosazeni naprosté dokonalosti bychom méli ovérit,
ze jsme pii déleni normou ||vo — wy (wy - v») || nedélili nulou: staci
si ale vzpomenout, ze u vektoru v; a v, pfedpokldddme linedrn{
nezavislost. Srovnejte tyto uvahy s piikladem 6.3 o ortogonalnich
projekcich.

V3, L M

Obrézek 8: Princip Grammovy—Schmidtovy ortogonalizace. Z n—tého
vektoru ponechdme pouze slozku kolmou na rovinu (linedrni obal)
prvnich n — 1 vektora.

Treti vektor zvolime podle obdobné logiky (viz obrazek 8 vpravo)

-1
Wy = V3—W2(W2'V3)—W1(W1'V3) :i 1
lvs — wa (wo - v3) —wi (w1 -v3) || /6 2

Zde se jiz nebudeme poustét do obsahlého popisu tohoto kroku, ktery
by Ctendi jisté dokazal provést sam. Hledany soubor vektori je

1 (Y 1 [
{Wl,WQ,Wg}: ——— 1 y —H—= —1 y —H— 1
V2 \g) V3\ 1) VBN 2

Jelikoz je V rovno R3, ziskali jsme timto zptisobem jednu z nekoneéné
mnoha ortonormélnich bézi v R3.

87



Zaméime se na zobecnéni tohoto postupu pro vétsi pocet vek-
tortu. Gramm-Schmidtovu ortogonaliza¢ni proceduru shrneme takto:

chceme-li z vektoru {vi, . .., v} vytvofit ortonormdlni soustavu vek-
tord {wy, ..., w,} vadi skaldrnimu sou¢inu b(-, -), postupujeme podle
receptu
i—1
v, — > wib(wj, v;)
Wy = w; = =1
1= 77 > R ) T — : )
flvall =
[[vi -21 w;b(wj, vi)|
]:

Pokud netrvdme na normalizaci vektort w; (tu lze vzdy provést az
nakonec), 1ze tyto vzorce napsat jako

i—1

b(w;, v; .
Wi:vi—ZWWj, ji=1,...,n.

Tyto vzorce také piesné vystihuji proceduru popsanou na obrazku 8.

b) Nyni aplikujeme tento pfistup na druhou ¢ést zaddni, tj. na
vektory {f1,f2, fs} = {1,z,2%}. Pii vypoétu budeme potiebovat
znét pouze skaldrni sou¢in mezi bazovymi vektory {1, z,z*}

1 . . . . ,
b(z',2?) = | 2t dz= 2/(i+j +1) pro i + j sudé,
-1 0 jinak,

specidlné ||z*|| = \/b(zk, ) = 1/4/k + 1.

J1 1

B=0AIT V2
fa — g1b(g1, f2) T — %b(l,x) T \/g
2

g = = = — =T
P = 9b(gn ) T llz = S o)) el
g5 = f3 — g2b(g2, f3) — 91b(g1, f3) _
lfs — g2b(g2, f3) — g1b(g1, f3)||
B z? — %xb(x,xQ) — %b(l,mQ) B z? — % B z? — %
= 2 = 3 =
2 = $eb(ea®) = LA =31 o 123
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W=

_ 2 — _ 5 .
_\/b(wZ,:EQ)_2b(w2,%)+b(%’%) \/;(3 1),

¢imz jsme dostali prvni tfi Legendreovy polynomy. Obvykle se vSak
Legendreovy polynomy uvadéji v jiném tvaru, ve kterém nejsou nor-
movany na jedni¢ku v normé ale ve vedoucim koeficientu. *VP

5.3 Ortogonalni doplnék jednoho radkového pros-
toru

Ukol: Necht A je podprostor generovany iadky matice (I|P) typu
k x n, kde I je jednotkovd matice fadu k a P je libovolna matice
typu k x (n — k). Dokazte, Ze ortogondlni doplnék podprostoru A
je podprostor generovany radky matice B = (—PT|I,,_;) typu (n —
k) x n. Za skaldrni soucin bereme slozkovy sou¢in x-y =Y. x;¥;

Reseni: Hodnost matice A je k (svédéi jejich prvnich k sloupcil) a
hodnost matice B je n — k (svédéf jejich poslednich n — & sloupcu).
Pokud ukézeme, ze A lezi v ortogondlnim dopliitku B, budeme védét
(podle véty o dimenzi ortogonédlntho dopliku), ze A je pravé orto-
gondlni doplnék B. Staci tedy ukazat, ze fadky matice A jsou kolmé
na tadky matice B, neboli ABT je nulov4 matice. Ndsobeni ABT
lze provést ndzorné, pokud A chdpeme jako fddkovy vektor o dvou
slozkach I, P a podobné BT jako sloupcovy vektor (rozmyslete si,
ze takto skuteéné dostaneme spravny vysledek).

-P
ABT = (I, P) ( ) =—ItP+PI, =0,

In &

Tim je dikaz tvrzeni piikladu hotov. *DK

5.4 RGzné normy v R”

Ukol: Ovérte u nésledujicich zobrazeni R* — (0;00), Ze to jsou
normy v R":

a) |X|oo = max|z;| (maximovd, kubickd norma)
(2

b) |x]1 = > |zi| (manhattanskd, oktaedrickd norma)
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c) |xla = /> |zi|?® (euklidovskd, kulovad norma)

Které z téchto norem mohou byt generovany skalarnim soucéinem?

T2
Ix, =1 1 Ix,=1 1

1z Wl z 0 1z

Obréazek 9: Jednotkova kruznice v R? pii riznych norméch.

T2
1

ReSeni: Linearita a nulovost pravé pro nulovy vektor jsou
u vSech uvedenych norem ziejmé. Zbyva tedy ovéfit trojuhelnikovou
nerovnost pro libovolné dva vektory x a y:

8) Jx+loo = max 2i+y,] < max (Jo|+|yil) < max|a;]+max |yi] =

oo + Yoo

B) Ixkys = Slastuil < Sl +lyil = 3 feil + 3 Iyl = Izl +lyh
13 K3 K3 13

c) Dokdzeme trojihelnikovou nerovnost umocnénou na druhou.
Pouzijeme pfitom Schwarzovu ¢&i Cauchyovu) nerovnost, kterou
dokazeme za chvili.

2 *
(Ix+yl2)" =D lws +9il* < D (12il® + |l + 2l lysl) <

< (ail® + lyal®) + 2\/(22- s [2) (3 v l*) =

7

= (\/Ez |zi|* + \/Zz |yi|2)2 (Xt yla)?
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Ovérili jsme tedy, ze i euklidovskd norma spliiuje trojihelnikovou
nerovnost, a podivame se je§té na Schwarzovu nerovnost.

3 2fellyi] < 2/ (5 o) (2 i)
(X lzallal)® < (5 fal) (s lwil?)
leilllelyillyjl < Z|$i|2|yj|2
i,j i,]
S feillsllyllys] < 3 laally;l?

IN*

A

ij ij
0 <Y (zilly;* + |z lil* — 2|l vl ly;])
1<j
0 <> (lillys| — l=jllwil)-
1<j

Nyni se obratime k otdzce, zda pro uvedené normy existuje ska-
lani soucCin, ktery je generuje. Euklidovskd norma je generovana
skaldrnim sou¢inem

()2 =D ziyi,  tedy |x2=+/(xly).

Ostatni dvé normy pro n > 2 (pro n = 1 splyvaji s euklidovskou
normou) nespliauji rovnobéznikovou rovnost

P+ A7+ x = y* =27 + 2ly)*,
a tedy nemohou byt generovany skaldrnim sou¢inem. Tato rovnost je
nutnou podminkou pro to, aby bylo mo#né napsat |x|2 = (x|x): pokud
totiz takovy skaldrni soucin existuje, lze levou stranu rovnobéznikové
rovnosti rozepsat diky linearité ((x+ y|x+y) = (x|x) + (x|y) + (y|x) +
(yly)) a celd rovnost je pak trividln{ identita.
Piisluiné protipiiklady pro normy |- |1,| - |eo jsou nésledujici:

a) x = (0,1,0,...,0) a y = (1,0,0,...,0); pak je |[x+ Yoo =
X = Yoo = [Xoo = [Yoo = 1.
b) Zvolime vektory x,y stejné jako v predchozim piipadé a

dostaneme [x+y|y = |x—y1 =2a|x1 = |y =1
*DK
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5.5 Normy pro matice

Ukol: Ovérte u nasledujicich zobrazeni, Ze jsou to normy na prostoru
matic n X n s komplexnimi koeficienty.

) | Al = max | Ay
i
b) |Alot = max 3| Ayl
c) |Alspe = max /)i, kde \; jsou vlastnf ¢isla matice®* AtA

d) |Alseh = 4/>2; j14ij|* (Schwarzova norma)

U prvnich tii norem navic dokazte, Ze plati

ReSeni: Linearita viech norem je ziejma, stejné tak jejich nulovost
pravé pro nulovou matici. Zbyva tedy ovéfit trojihelnikovou nero-
vnost pro libovolné dvé matice A a B:

a) |A+ Blrow = maxz |Aij + Bijl < maX(Z | Aij| + E |Bijl) <
maXZ | Aij| + maXZ |Bw| < |Alrow + | Blrow
b) Zde lze provést dikaz stejné jako v pfedchozim bodé. Lze ale

také vyurt nsledujici trik: |A + Bleo = |(AT + BT)T|_ =1AT +
BT|row < |AT|row + |BT|row = |A|col + |B|col .

col

c) Vlastni ¢isla matice AfA jsou nezdpornd (a samoziejmé redlna),
nebot pro AT Av = \v plati

A(|v2)? = )\Zv_ﬂh’ =viav=vIATAv = (JAv]2)? € (0;00). (27)

Necht w je libovolny vlastni vektor odpovidajici nejvétsimu vlast-
nimu &islu matice (A + B)Y(A+ B) a |- |2 je euklidovskd norma (viz

34 At oznacuje hermitovsky sdruzenou matici k A, tedy transponovanou
matici s komplexné sdruzenymi elementy. V komplexnich prostorech je |V|2 =

V22 vl
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piiklad 5.4). Potom plati (u druhé nerovnosti pouzivime vysledky
prikladu 5.6)

|A+Blspe|Wl2 = [(A+B)wl2 < |[Aw|2+|Bw|z < (|Alspe+|Blspe) W2 -

d) Pro dikaz této trojihelnikové nerovnosti si sta¢i matice A
a B predstavit jako n2-slozkové vektory a a b, definované jako
G- 1)n+j = Aij a b(ifl)n+j = B;;. Potom |Alsch = |a]2 (viz piiklad
5.4), pro B a A+ B analogicky a tedy tato trojihelnikovd nerovnost
(diky vysledkiim uvedeného piikladu) plati.

Pro prvni tii normy jsme méli navic dokdzat dalsi nerovnost.
Opét pouzijeme vysledku piikladu 5.6 a ziskdvdme

AB ABx| |B
|AB| = sup |[ABx = su | ABX M <
x | x|Bxizo |Bx| |«
| Ax| | Bx|

sup — sup —— = |4||B].
x XXX

Za maticovou a vektorovou normu je potieba si dosadit vzdy vhod-
nou dvojici (viz pfiklad 5.6). V piipadé, ze Bx je nulovy vektor pro
vSechny vektory x, musi byt nutné |[B| = 01 |AB| = 0 a tvrzeni
piikladu je trividlni. xDK

5.6 Jak daleko jsou vektory od matic, aneb Hrus-
ky s jabkama
Ukol: Dokazte, v oznaceni piikladd 5.4, 5.5 plati

A
a‘) |A|r0w = Sl;p ||X)|(<|:,c

A
b) |Alea = sup 5

AX
¢) |Alspe = Sl)l(p ||X|2|2
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Dokazte téz, ze se supremum nabyva.

Reseni: Budeme postupovat pro kazdou dvojici maticové a vek-
torové normy zvlast. Nejprve dokdZeme, ze maticové normy ze zadani
piikladu jsou vzdy vétsi nebo rovny ptislusnym vyraztm, které stoji
za znakem suprema.

a)
|Ax|o _ maxi |3 Ayl maxi 3, |Ai|lzg]

Moo max; | ;]| - max; | ;|

max; ) ;| Aqj| (maxy |zx|)
J

max; |.’L‘1|

= mzaxz |4ij] = | Alrow -
J

[Axy 2| 205 Al - i1 Aigllzs]
X1 Yilml T Xl
2yl (2 14is) < 2_; |wj] (maxy 37, [Ai])
e B > @il
(max 32, |4ixl) (225 1251
> |zl

= maXg Zz |Aik| = |A|col'

c) Jiz jsme ukézali, ze matice M = AT A je pozitivné semidefinitni,
neboli ze jeji vlastni &fsla jsou nezdpornd (viz rovnici 27). Jelikoz
je to hermitovskd matice (M = MT), existuje ortonormdlni baze R"
tvofend jejimi vlastnimi vektory (oznacme je ey, .. ., ,); bez 4jmy na
obecnosti lze pfedpokladat A; > ... > A, > 0. Je-li tedy x libovolny
vektor, musi platit

(AT Axfx) = <ATA§i:<ei|x>e,~ Z<ej|x>ej> _
= <;)\i<e,-|x)ei Z<ej|x>ej> = ;)\i|<ei|x)|2 <

< 3" kel = M (ale)
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Dokazali jsme tedy |Az|3 < \i|z|3 = |A|Z,c||3, coz je kvadrat doka-
zované nerovnosti.
Nyni dokazme, Ze se suprema ve vSech pripadech nabyvaji:

a) Necht se maximum v maticové normé nabyvéd v k-tém Fad-
ku. Uvazme vektor w = (|Ak1|/Ak1,---,|Akn|/Akn). Potom
[Woo =1 a |[AW|eo = 3 [Aki| = |Alrow-

b) Necht se maximum v maticové normé nabyva v k-tém sloupci.
Uvazme vektor w, jehoz jedinou nenulovou slozkou je jeho k-
ta slozka a ta md velikost jedna. Potom |w|; = 1 a |[Aw|; =

Z’i |Aik| = |A|col-

c) Rovnost se nabyvad pro libovolny vlastni vektor piislusny

k nejvétsimu (v absolutni hodnoté) vlastnimu &islu matice
At A.

Pokud néktery ze zlomku v feSeni tohoto piikladu nebyl korektné
definovan (mél nulového jmenovatele), uvazujme misto néj nulu.
*DK

5.7 Linearni regrese tak nebo jinak

Ukol: Urcete linedrni funkci ¢ (z) = ax +b, tak aby pro funkci f (z)
danou nasledujici tabulkou byla aproximaci metodou nejmensich
Stvercti.

| ¢ [[o[1[2][3]4]5]
z;, || 2]0]2]4]6]38
fl) | 2[1]3[5[4]6

Reseni: Reseni této tlohy nalezneme tfemi riznymi postupy. Ne-
jprve budeme danou linedrni funkci hledat jako kolmou projekci do
podprostoru vsech linedrnich funkci, druhy postup bude zaloZzen na
hleddn{ minima funkce vice proménnych. Posledni postup vyuzije
pseudoinverze matice a je proto zafazen jako samostatny piiklad
18.4.

Prvni zpusob: Pfipomenme si nejprve, co myslime aproximaci dané
funkce metodou nejmensich ¢tvercti. Ve zvolené tfidé funkei (v nasem
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piipadé linedrni funkce) hleddme takovou funkci ¢, aby byl vyraz
df o
D(¢) = Zwi (f(zi) - ¢($i))2
i=0

minimalni. w; > 0 jsou pevné zadand Cisla a zna¢i vahu daného
bodu (v naSem piipadé mé kazdy bod véhu rovnou jedné). Nyni se
jiz muZzeme pustit do FeSeni.

Jak bylo feCeno, prvni postup vyuzije vlastnosti kolmé projekce.
K tomu abychom vibec mohli mluvit o kolmosti potfebujeme zavést
skaldrni soucin. Nuze, skaldrni sou¢in dvou funkci u, v (definovanych
v bodech z;) definujeme jako

n

(ulv ) e Zwiu(xi)v(.@i) . (28)

=0

Uvédomme si, ze funkce na bodech {z;}? , neni nic jiného nez
obyéejny vektor z R**!. Povsimnéme si toho, jak vypadd norma,
resp. definice vzdalenosti s pouzitim tohoto skaldrniho sou¢inu

l[ull = v/{uluw) =

lw = wll = V{u —vlu—v) = | > wi (ul:) — v(:))’

=0

Oznacme jesté
L=,{1, z} ={a(1,...,1) + b(z0o,-..,2n), a,b e R}

linearni obal funkci pfislusné mnoziny. V L lezi vSechny mozné
linedrn{ funkce (definované na bodech z;). Zbyvé ocitovat nasledujici
vétu:
V' je prostor se skalarnim sou¢inem, L je jeho podprostor. Je-li f € V,
pak ¢ € L je nejlepsi aproximaci f v L (tzn. |f—¢|| < ||f—m||, Vm €
L), pravé kdyz Vm € L plati (f — ¢|m) = 0.

Jinak feCeno: nejlepsi aproximaci funkce f linedrni funkci (ve
smyslu vzdélenosti, kterd pro nas skaldrni sou¢in odpovida souctu
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ctverca f(z;) — ¢(z;)) ziskdme tak, ze promitneme (kolmo) f do L.
Kolmou projekci, oznacujme ji ¢, najdeme uzitim podminky (f —
¢|m) = 0, kterd ma platit pro v8echny funkce v L. Splnime-li danou
podminku na vektorech badze L, bude pak automaticky splnéna pro
kazdou funkci z L. Musf tedy platit:

(f—¢l)=0, (f—¢lz)=0.

Hledana funkce ¢ lezi v L, proto ji lze napsat jako kombinaci
béazovych vektoru. Pfedchozi podminky maji tvar

(f = (az +b) |z) = (f|z) — a(z|z) - b(l]z) =0
(f = (az +b)[1) = (f|1) — a(z[1) - b(1|1) = 0.

Dosazenim definice skaldrniho sou¢inu 28 dostaneme

3 f(xi)xi—aiwf—bixi =0

1=0 " i=0n 'i=3
Zf(xi)—ain—bZI =0,
i=0 i=0 i=0

neboli v maticovém zdpisu

(6300 i) ()= (Rt

(59)()- (7).

Pro zkréceni jsme oznaéili pruméry ruznych veli¢in

1 $ 2 1 2
<w>:n+1§wi’ <x>:n+1§:$"’

i=0

F@) = —— 3 f(@0), @f@) = —— 3 zf ().

n+1 4 n+1 4

Tuto soustavu rovnic vyfeSime napf. uzitim Cramerova pravidla a
vysledkem je:

(f(2))(z) — (zf(2)) p— (2f(@))(z) = (f(2)) ()

‘- ’ (@)? — (a?)

(2)? = (=)
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V naSem pifpadé je > . f(z:)) = 21, Yo of(zi)z = 94,
S omi =18, 3" jx;2 =124 a n+ 1 = 6. Po dosazeni do prévé
odvozenych vzorcu nalézdme a = 0,44 a b = 2,17.

Druhy zpuasob: Dalsi zpusob feseni vyuzivd metod analyzy funkce
vice proménych. Divejme se na vyraz, ktery chceme minimalizovat,
jako na funkci v proménnych a a b. Tedy

n

Fa,b) =Y wi(f(:) — (azs +1))*.

i=0
Najdéme body, ve kterych mize funkce F(a,b) nabyvat extrému.
Tyto body jsou feSenim rovnic:

OF(a,b) 0 OF(a,b)

2T =\

0a ob
V nasem piipadé (w; = 1) jsou tyto rovnice

n

—22 (f(:vl) — (am,- + b)) z; =0

~2) " (F(2) — (azi + 1)) = 0,

=0
.. (s , . .
coz je po rozepsani a prevedeni do maticového tvaru opét

n

.f: ot Yw | o, éf(wi)wi
HAOR

1=0
Xn: z; n+1 i f(zi)
=0

i=0
Vidime, ze jsme dospéli k stejné maticové tloze jako v pfedchozim
piipadé. Abychom doséhli naprosté matematické preciznosti, je tfeba
ovéiit, ze pravé nalezeny stacionarni bod je skute¢né minimem.
Musime proto ukazat, ze kvadratickad forma druhého diferencidlu je
pozitivné definitni. Mame

0?F(a,b) 9*F(a,b) Do &
ZT; Z;
0a? 0bla —9 z;) 1;)
0*F(a,b) 0*F(a,b) i 2 n+l
0adb ob? i=0
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Vzpomeneme si na vétu padnu Jacobiho a Sylvestra . . .

Redlnd kvadratickd forma s matici A je pozitivné definitni, prdvé
kdy?z jsou vSechny hlavni subdeterminanty matice A kladné.

. a zkontrolujeme, ze pokud neuvazujeme degenerované piipa-
dy, jako proklédani piimky jedinym bodem, pak jest i,z > 0a
(n+1) X7 22— (X7 2:)” > 0 (podle dalsf vzpominky, tentokrate
ovSem na nerovnost pana Hoéldera).

Srovnejte oba postupy a uvédomte si, ze druhy postup je ve

obecnéjsi, aplikovatelny i pro aproximace v neline arnich prostorech
funkci. *VP
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6 Matice a jim podobné

6.1 Pauliho spinové matice

Ukol: Kdo z V4s prifadi Pauliho maticim nejvice privlastki3®? Jde
o tyto matice:

n=(71) ==(57) »=(:3)

a) Jsou reguldrni, hermitovské (samoadjungované), unitdrni, i-
dempotentni?

b) Je jejich soudin komutativni? Spocitejte jejich komutdtory a
antikomutdatory.

¢) Ovérte jejich vzdjemnou podobnost.
d) Pres jaké matice jsou si podobné?
Dale spoctéte
e) jejich vlastni ¢isla,
f) vlastni vektory a
g) determinanty,
h) exponencidly z ipoy .
i) a determinanty exponencisl.
Jj) Dalsi fantazii se meze nekladou.
Reseni:
a) Ano (suverénné). Linedrni nezdvislost fadki, z niz regularita
plyne, je nasnadé. Stejné tak s hermicitou (A = Af g AT) a s uni-

taritou (AAY = 1, ATA = 1; druh4 relace plyne v kone¢né dimenzi
z prvni relace).

35Gramatické pozn.: tzn. slov, kterd je charakterizuji (napf.: bily, tviij, prvni).
Doporuéeni: Nejdfive se snazte pfijit na co moznd nejvice vlastnosti Pauliho
matic sami, a teprve poté, az Vam dojde fantazie, se zactéte do nasledujicich
radku.

100



Mimochodem — kterakoliv z poslednich dvou podminek zaru-
¢uje, 7e se jedna o matice normdlni (A je norméalni, pokud AA" =
At A). Naopak z toho, 7#e posledni dvé podminky plati soucasng,
plyne idempotence, neboli ze jsou to samy sobé inverzni matice
(A2 =1).

b) Antikomutativni. 01-02 = —02-01 =i-03; —01-03 = 03-01 =
1-09; 09-03 = —03-02 = 1-07. Téchto Sest relaci spolu s 012- =1 se
obvykle shrnuje do jednoho vzorecku

00 = iEjklUl + 5jk]l . (30)

V ném pouzivime FEinsteinovu sumacni konvenci, tedy na pravé
strané s¢itdme pres opakujici se index (Z?zl) Kroneckeriv symbol
d;k je roven jedné pro j = k a jinak nule. Symbol €;x; (Levi-Chittiv
symbol) mé hodnoty €123 = €312 = €231 = 1, €213 = €132 = €321 = —1
a €k = 0 jinak (tj. kdyz jsou nékteré z indext stejné); je to tedy
veli¢ina totdiné antisymetrickd (pii zdméné libovolnych dvou indext
méni znaménko).

Z relace 30 snadno odvodime vzorce pro komutdtory [A, B] =
AB—BA a antikomutdtory { A, B} = AB+BA. Stag{ vzit na védomi,
7€ €jpl — Ekjl = 26k @ €5kl + €51 = 0.

0,0k = 2igjm07, {oj,00} =26;,1. (31)
¢, d) Podobnostni vztahy jsou tieba
(014 03)o2(01 +03) ' =01,
dalsi dva ziskdme cyklickou zdménou indexu. Inverzni prvek k o1 +04
je 3(o1 + 02); to ovéifme nejjednoduseji pomoci antikomutaénich
relaci a idempotence:
(01402)(01+02) = 02 +0102+0201+05 = 140100 —0109+1 = 21..

Stejné muzeme zkontrolovat i podobnostni relaci.

Matic, které zprostiedkovavaji podobnostni relaci, je samoziejmé
nekone¢né mnoho.
e) Ze 02 = 1 plyne, ze vlastn{ &fsla mohou byt pouze 1 & —1.
Kdyby byla obé dvé rovna 1, resp. —1, musela by pfislusnd matice
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byt 1, resp. —1. Jelikoz tomu tak neni, musi byt vlastni ¢isla kazdé
Pauliho matice 1 a —1. Varianta, Ze by matice méla jediné vlastni
Cislo a nebyla diagonalizovatelnd (viz kapitolu o Jordanové tvaru),
nemiuze pro hermitovské matice nastat.

Lze to samoziejmé ovérit i standardnim postupem: urcéime
charakteristické polynomy x(A) = det(A — A1) a zjistime, Ze jsou
u véech Pauliho matic totozné, totiz x(\) = A% — 1.

f) Pro kazdou matici ziskdme jejf vlastn{ vektory feSenim soustavy
dvou rovnic o dvou nezndmych s pouzitim vlastnich ¢isel. Vyjde ndm
naptiklad

() (2) = () () = () )

prvni vektor pfislusi vzdy vlastnimu ¢&islu 1, druhy —1. Kazdy
nenulovy nasobek vlastniho vektoru je samoziejmé také vlastnim
vektorem dané matice.

g) det o,y . = —1. Determinant je také soucin vlastnich ¢isel, takze
uz ani nemusime nic pocitat.

h) Nejprve uréime exp(ipos). Exponencidla matice je definovina
pomoci mocninné fady. Mocniny diagondlni matice se pocitaji
obzvlasté snadno: staéi jen umociiovat jednotlivé elementy na di-
agondle. Velmi snadno se dopracujeme k vysledku

ewligr) = 3 (M ) -

n=0

= ( o e—i‘z) = cospl +isingpos .

S maticemi oy 2 budeme mit trochu vice prace. Dilezity postieh na

uvod je
(o1 a9 (1o
g1 = 10 5 o1 = o1 .

V mocninné fadé, kterou je definovand exponencidla, budou tedy
sudé mocniny pfispivat (pouze) do diagondlnich ¢lent (ai1, ag2)
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a liché zase (pouze) do nediagondlnich ¢lent (ai2, a21). Postupné
dostdvame

i (ipo)™ i (ip)" (10Y i (ip)>* ! (01
= ol — (2n)! 01 « (2n+1)! 10
Z ( (2111))v Q" '(énﬁl)mf"*l) B ( Ccos ¢ isingo)
- n 1 n - . . .
(2n+1)'¢2 +1 % tsingp cosp

EstetlcteJ1 lze tento vysledek zapsat jako
exp (ipo1) = Lcosp +ioysing.

Stejnym trikem (sudé mocniny pfispivaji na diagondlu, liché mocniny
mimo diagonalu) spoéitdme podobny vztah jako pfed chvili(plyne to
taky z podobnosti téch matic o3 a o7)

cos p sing

_sing cos¢p> =1lcosp+ioesingp.

exp (ipo2) = (
Vsimnéte si, Ze matice exp(ipo;) jsou unitarni. To je zaruceno jiz
tim, Ze @o; jsou hermitovské. Toto tvrzenf je analogif véty 2 =2z =
|e** | = 1, kterd plati pro komplexn{ é&isla.

i) detexpoios = expTropas = 1. Determinanty exponencidl lze
ale spocitat samoziejmé i piimo.

j) Tyto tfi matice spolu s jednotkovou matici tvoi{ nad R bazi
prostoru vSech hermitovskych matic 2 x 2, ktery je tudiz izomorfni
R*. Nad C to je baze prostoru vsech matic 2 x 2 s komplexnimi
elementy. Ten je samoziejmé izomorfni C*.

Operator spinu elektronu v kvantové mechanice je S = —h(al,
02,03), kde K je Planckova konstanta. Operdtory v kvantové me-
chanice nejsou nic jiného nez linedrni zobrazeni na uréitém pros-
toru. Prostorem, na kterém se pohybujeme v tomto piipadé, jsou
stavy jednoho (volného) elektronu, nezajimdme-li se o jeho pohyb,
ale pouze o jeho spin. Je to prostor dvourozmérny, a uvedené Pauliho
matice popisuji operdtor spinu, pokud si v tomto prostoru zvolime
bézi | 1) = (1,0)T, | }) = (0,1)T. Prvni vektor oznaéuje stav, kdy
pii méfeni prumétu spinu elektronu s jistotou naméfime %ﬁ, druhy
vektor odpovida stavu s prumétem spinu —%ﬁ.

103



Je-li elektron ve stavu v = |[¢) = | 1) + §| |) normovaném na
jednicku (tedy || + |B]? = 1), pak

By = W) = (T o1 Vo2V 3)

uddvd hodnoty priamétu spinu do sméru soufadnych os, které
ziskdme v pruméru pfi mnoha méfenich. *AK,Z)

6.2 Matice homomorfizmu

Ukol: Je zadén homomorfizmus F : V — V,V = L{sinz,cosz,
sin2z,cos2z}, F : f — 2f' + f”. Najdéte jeho matici vzhledem
k bazi

a) A ={sinz, cosz, sin2z, cos2z} (matice Fu)

b) B = {sinz+cosz, sinz—cosz, sin2z+cos 2z, sin 2z —cos 2z}
(matice Fpg).

Jaka je dimenze obrazu F'? Existuje néjaky invariantni podprostor
V vzhledem k F'?

Reseni: Na tivod dokazme, ze v A jsou linedrné nezdvislé funkce.
Piedpoklddejme, ze existuji ¢isla «, 8,7, d, pro ktera je

asinz + fcosx + ysin2x + dcos2x =0, VzeR.

Pokud do této rovnice dosadime jednou z = 0 a podruhé z = m,
dostaneme podminky 8 4+d =0a 88— =0, tedy 8 =9 = 0. Pro
T = %ﬂ' azx= %ﬂ' dostaneme podobné a = v = 0. Funkce jsou tedy
nezavislé uz jen kdybychom je uvazovali na mnoziné {0, 37,7, 37},

natoz pak na celém R.

a) Ze zaddn{ homomorfizmu plynou vztahy:

F(sinz) = 2cosz —sinz, F(cosz) = —2sinz — cosz,
F(sin2z) = 4cos2z — 4sin2z, F(cos2z) = —4sin2z — 4 cos 2z .
(32)
V béazi A znamend napiiklad prvni vztah F : (1,0,0,0) —
(—1,2,0,0), podobné muzeme zapsat i ostatni vztahy. Matice F4
mé tedy (ndsobenim zleva) ze sloupce (1,0,0,0) uéinit sloupec
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(—1,2,0,0). To je mozné jen tehdy, pokud v prvnim sloupci matice
F4 bude prévé (—1,2,0,0). Kdyz probereme ostatni vektory baze,
dostaneme takto celou matici.

Pravidlo tedy zni: koeficienty ze vztahu 32 zapsat do sloupcu
matice Fy.

“1-20 0
2 -1 0 0
Fa=1| 19 0 —4-4
0 0 4 —4

Hodnost této matice je ¢tyfi, zobrazeni F' ma tedy plnou dimenzi,
a je tudiz izomorfizmem (tato implikace plati samoziejmé pouze pro
linedrni zobrazeni).

Matice ma blokové diagondini tvar a to znamend, ze pii pusobeni
na linedrni kombinaci sinx a cosx obdrzime opét linedrni kombi-
naci téchto vektorii. Rikdme, ze podprostor L({sinz,cosz}) je in-
variantni vuci zobrazeni F'. Podobné toto plati pro vektory sin 2z
a cos 2z. Pro toto zobrazeni lze tedy zapsat prostor V jako direktni
soucet invariantnich podprostoru

V = L({sinz, cosz}) ® L({sin 2z, cos 2z}).
Zobrazeni F' tedy pracuje na kazdém z téchto dvou podprostora
nezavisle.
b) Zde muzeme postupovat stejné a vyjadiit si F(f;) jako linedrni
kombinace prvku baze f;: fi = sinz + cosz, fo =sinz —cosuz, ...

F(f1) = cosz —3sinz = —f; — 2f,
F(f;) = sinz+ 3cosz =2f; — fo
F(f3) = —8sin2zx = —4f; —4f,
F(f4) = 8cos2z =4f35 —4fy

TakZze matice homomorfizmu F' vuéi bazi B je

12 0 0
210 0
Fe=1| ¢ o -4 4
0 0 —4 —4

Matice je opét blokové diagonalni. Existuji ale i baze, kde tomu tak
neni. Naptiklad béaze, jejichz nékteré vektory obsahuji zaroven sin x
i sin2z.
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Druhd metoda, jak vypocitat matici Fg, je najit matici prechodu
od baze A k bazi B, tedy matici C, pro niz
(sinz, cos z,sin 2z, cos 2z) - C =

= (sinz + cos z,sinz — cos z, sin 2z + cos 2z, sin 2z — cos 2z) .
(33)
Potom musi pro matici B platit

Fg=C"'-F4-C.

Vsimnéte si, ze zatimco matice C prevadi bazové funkce A na bazové
funkce B (psané do Fddki), slozky néjaké funkce vzhledem k bdzi
A (psané do sloupcu) se na slozky téze funkce vzhledem k bdzi B
prevédéji pomoci matice C 1.

Matici C uréime vytrvalym pohledem na rovnici 33. Pro vypocet
matice C~! je vhodné si uvédomit vztahy

2sinz = f1 + fa, 2sin2z = f3 + f4

2cosx = f1 — fo, 2cos2x = f3— f4.
Vysledkem je

C =

OO M
OO =
==
= -0 O
SO R
SO R
-0 O
== O

*JK

6.3 Ortogonalni projektory na podprostor

Ortogondlni projekcez V-.do W C V je zobrazeni, které v € V pfifadi
w = Pv tak, ze v— w je kolmy na podprostor W, viz obrazek. Lze
jednoduse ukézat, ze Pv je mezi vektory z W nejlepsi aproximace
vektoru v € V, tedy ||v— x||, x € W nabyva minima pro x = Pv.
Ukol: Najdéte matice zobrazeni, které v € R* prifadi ortogonalni
projekci v na ndsledujici zadané podprostory (matice urcete vzhle-
dem ke kanonické bézi):
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a) W1=L((1,-2,0,2)),
b) Wa=L({(1,1,-1,-1), (1,0,-1,0)}),
C) W; = [’({(1’_1’1,_1)’ (1a1,1a1)})'

d) Ovérte, Ze vsechny tyto matice jsou Obrédzek 10: Ortogo-
symetrické a idempotentni (A2 = A), a ndlni projekce vekto-
vysvétlete, pro¢ tomu tak musi byt u viech ruz R® do R?.

ortogonalnich projektort.
Za skaldrni souéin berte slozkovy souéin x-y = . x;y;.

Reseni:

a) Je tfeba si uvédomit, ze skaldrni soucin libovolného vektoru v
s libovolnym jednotkovym vektorem j je velikost (ortogonélniho)
prumétu vektoru v do sméru daného vektorem j (do podprostoru
L(j)). Navic vime, ze promitnuty vektor lezi ve zvoleném podpros-
toru, takze vektor p vznikly projekci je

p=(v-j)i

Z libovolného vektoru vytvoiime jednotkovy vektor tim, ze jej
vydélime jeho velikosti (normou). Zobrazeni f, které vektoru v
prifadi jeho projekci do sméru daného obecnym vektorem s, ma proto
predpis
1
f(V)=7=5 (v.9)s
]2

Nyni muzeme s vyuzitim vzore¢ku pro skaldrni souéin vyjadfit i-tou
slozku f(v):

1 4
f(]i= (DA D sy
j=1

To lehce upravime do tvaru
/1
=3 (o) v

j=1

Linedrn{ zobrazen{ lze napsat ve tvaru souc¢inu matice (které ffkdme
matice zobrazen?) a vektoru, na ktery toto zobrazeni pusobi. Tvar,
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do kterého jsme pievedli naSe zobrazeni, pfesné odpovida mati-
covému nasobeni. Kdyz si rozmyslime, co kterd ¢ast vyrazu znamen4,
zjistime, Ze matice zobrazeni A je

1 20 2

P 1 -2 4 04
Aij:(f)Z]_Wsls]’ A_§ 0 000
2 —40 4

b) Vyuzijeme tvrzen{ (viz piiklad 4.8), ze pokud je vy, ..., u, orto-
gondlni bize, pak lze slozky libovolného vektoru w vuéi této bazi
psét jako w; = u; - w/||u;]|?. Je proto nejprve potieba najit ve
Wy = L({u1,u2}) néjakou ortogondlni bazi {o1,02}. Projekce na
prostor L({o1, 02}) je potom déna soutem projekci na L(o1) a
L(o2). To samé pak plati i pro jejich matice.

Ortogonalni bazi najdeme napiiklad Gramm-Schmidtovou orto-
gonalizaci:

01 =l = (la 1, -1, _1)’ Uz = (1’ 0, -1, 0)
Vektor o0;, pak hleddme ve tvaru
02 =01 + auz,

pricemz o0; a 09 na sebe musi byt kolmé, tedy jejich skalarni soucin
musi byt nulovy. Z 0 = vy - 13 + auy - Uz lehce spoéitdme o = —2,
neboli

o2o=(-1,1, 1, -1).

Matice projekce na prvky baze jsou

1 1 —1 -1 1 -1 -1 1
1({1 1 -1 -1 1[-11 1 -1
POI_Z -1-11 1 | P°2_Z -1 1 1 -1

-1-11 1 1 -1-11
Matice B je souctem Pp, a Pp,:

1 0 -1 0
1lo0o 1 0 -1
21-10 1 o0

0 -1 0 1

B =By, + Bo, =
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c) Tady odpadd préce s hleddnim ortogondlni baze, protoze zadané
vektory (us a ug) uz jsou na sebe kolmé. Najdeme tedy matice pro-
jekel na tyto vektory:

1 -1 1 -1 1111
1[-11 -1 1 11111
Hh_z 1 -1 1 —1]° H“:Z 1111
11 -1 1 1111

Vyslednd matice projekce na cely podprostor je opét souctem téchto
matic:

1010
110101

P=Pu, +Pu=511010
0101
Tuto ulohu §lo feSit jesté jinak; ale jen pokud si vSimneme, ze
WaUWs = R* a Wy | W; (viechny zadané vektory jsou linedrné
nezdvislé). Ortogondlni projekci vektoru na cely prostor ziskdme
puvodni vektor. Pujde tedy o identické zobrazeni. Diky tomu
muzeme projekci na prostor L£(u, uz, us, us) napsat jako soucet pro-
jekei na prostory Wy = L(u1, uz) a W3 = L(us, ug). Maticové feeno

B+C=1

a to ndm skutecné vyslo. Takze matici C jsme mohli dopoéitat podle
C=1 - B.

d) Symetrii matic A, B,C vidime pifimo a ovéfeni idempotence
ponechdme Ctenditum, ktefi rddi ndsobi matice (tfeba na pocitaci).
Jelikoz f(v) € W, v € V, pro obecny projektor musi platit f[f(v)] =
f(v), neboli f2 = f — ve smyslu tvrzeni za definici v tivodu pitkladu
(o f(v) € W) uz neni co aproximovat.

V obecném piipadé dokdzeme také symetrii (f7 = f): necht
v, u jsou libovolné vektory z V, které rozlozime na jejich ortogonalni
projekci do W a zbytek: v = f(v) + v a u = f(u) + uy. Vime,
7e zcela obecné plati v- f(u) = f7(v) - u, a chceme tedy dokdzat
v- f(u) = f(v) - u. To ndm nedd mnoho prace, pokud budeme mit na
paméti, ze f(v)-up =0, f(u)-v, =0:

v f(u) =[f(v) +vi]- f(u) = f(v) - f(v),
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FV)-u=fv)-[f(v)+ui] =F(v)- f(u).

Jing zpusob: Zustaneme u projekce na jednorozmérné prostory,
rozsifeni na vétsi prostory je ale pifimocaré. Pouzijeme vyjadieni pro-
jekce, které jsme odvodili v bodé a) a polozime pro jednoduchost
sl = 1.

f(v)=(v-9)s
Nejprve dokidzeme idempotenci zobrazeni f. Spo¢téme si, ¢emu se
rovna

fIFWI = Fl(v-s) s ={l(v- 5)s] - s}s,
COZ je po upravé

(s-5)(v-s)s=(v-5)s= f(v),

¢imz byla dokdzana idempotence. Dale mame dokazat, ze zobrazeni
f je symetrické, tzn. ze plati f = f7. Transponované zobrazeni k zo-
brazeni f je takové zobrazeni, které pro kazdé v a v spliiuje rovnost:

fu)-v=u-fT(v)

Zatneme tedy upravovat levou stranu tak, abychom dostali skaldrni
soucin u s néjakym vektorem. Jest

flu)-v=((u-5)s)-v=(u-s)(s-v) =u-((v-5)s) = u-f(v),

nelze proto jinak, nez ze f = f7. *JK,KV

6.4 Matice vektorového soucinu

Umluva: Zapisem (1,22,73)p myslime slozky uréitého vektoru
vzhledem k bazi B.

Ukol: Méjme pevné zadany vektor v € R a uvazujme zobrazeni
PiXH VXX

1. Ukazte, ze se jedna o linedrni zobrazeni, pokud vektorovy
soudin definujeme predpisem

(551, T2, -733) X (yla Y2, ?Ja) = ($2y3—$3y2, T3Y1—T1Y3, $1y2—$2y1)
(34)
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2. Najdéte jeho matici vzhledem ke kanonické bazi (K = {e,
€2, €3}) a pomoci této matice spocitejte p(y) pro vektor zadany
ve slozkdch v kanonické bézi y = (1,1,0) k.

3. Naleznéte matici zobrazeni ¢ vzhledem k bdzi B = {by, b,
b3} ={(1,1,0),(1,-1,0),(0,0,1)} a spocitejte pomoci ni opét
o(y)-

Reseni:

1. Plati p(Ax) = (Avazs — Avsza, Ausz1 — Av1T3, Av1Z2 — Avazy) =
Ap(x) a podobné se ukdze p(x+ y) = o(x) + ¢(y).

2. Chceme aby platilo

a1l a12 ai3 T1 V2X3 — V3T2
ag1 a2 a23 I = V31 — UV1x3 . (35)
az1 az2 ass T3 K V1T2 — V21 K

To je rovnost dvou sloupcovych vektoru; aby byl splnén jeji prvni
fadek (pro kazdé z1, 3, x3), musi byt a;; = 0, a1z = —vs, a13 = va.
Ze druhého a tietiho fadku pak urcime zbylé elementy matice:

0 —V3 U2
AK = U3 0 —U1 . (36)
—V2 U1 0

Dosazenim do vztahu (35) z1 = 1, z2 = 1, 3 = 0 dostaneme ¢(x) =
(—vs,v3, —v2 + V1) K-

3. Prvni zpisob: napiSeme rovnici odpovidajici vztahu (35), ten-
tokrat ale v bazi B. Sloupcovy vektor vlevo i vpravo potiebujeme
vyjadfit v této bazi. Budiz tedy x = (b1, b2, b3)p. Na pravou stranu
potiebujeme vypocitat ¢(x) a hodnotu ¢(x) umime pocitat jen
v kanonické bazi. Vidime ale piimo, 7e x = byby + baby + bsbs =
(b1 + ba, by — bo, b3) Kk, tedy (viz defini¢ni vztah 34)

QO(X) = (’Ugb3—’03(b1—b2), v3(b1—|—b2)—v1b3, U1 (bl—bg)—vz(b1+b2))K .

Tento vysledek je nutné jesté pievést do baze B. Plati (y1,y2,y3)x =
(31 +v2), 5 (y1 — v2), y3)B (to je vidét diky jednoduchosti baze B,
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bychom museli Fesit soustavu rovnic), a tudiz
p(x) = (% (va—v1)bz+vsby, —v3b1+ % (v1+v2)bs, b1 (v1—v2) —ba(v1 -HJQ)) B

Analogie vztahu (35) je tedy

0 U3 %(/UQ — Ul) b1
—Vs3 0 2 (’Ul + ’02) b2 =
V1 — V2 —V1 — V2 0 b3 B

%(UQ — v1)bs + v3by
—v3by + 3(v1 + v2)bs )
bl(’Ul —’02) —b2(U1+’U2) B

matice vlevo je hledand matice ¢ vzhledem k bazi B. Tato matice
m4 podobny tvar, jako matice v bodé 2. Odchylka (matice nyni neni
antisymetrickd) je zptisobena tim, Ze jsme provedli neortonormdini
transformaci béze. Cisla vy, v, v3 v matici jsou slozky v samoziejmé
stale v kanonické bazi.

Pro vektor x = (1,0,0)5 dostaneme ¢(x) = (0, —vs,v1 — v2)B,
coz je totéz jako (—wvs,vs, v1 — v2) Kk, jak ndm také mélo vyjit.

Druhy zpisob: Pouzijeme vztahy pro transformaci matice
linedrniho zobrazeni pfi zméné baze. Matice prechodu S od baze K
k bazi B je

110
(b15b27b3) = (61,62,63) 1-10 )
0 01
S

¢ili jsme psali (kanonické) slozky vektoru b; do i—tého sloupce matice
S (skute¢né, napiiklad by = (1,1,0) =1-e; +1-e3 +0- e3). Matice
S také transformuje slozky obecného vektoru x vzhledem k bazi B
zapsané do sloupcového vektoru na slozky vzhledem ke kanonické
bazi (to se opét jednoduse zkontroluje: je-li x = (1,0,0)p = by, pak
S(1,0,0)T = (1,1,0)7, coz je skuteéné b; v kanonické bazi).

Matice zobrazeni ¢ v bazi B pak bude Agp = S~ 1AxS: pokud
nasobime zleva matici Ap sloupcovy vektor slozek zobrazovaného
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vektoru vzhledem k bazi B, matice S nejprve tyto slozky ,,prelozi”
do kanonickych slozek. Matice Ax provede zobrazeni (v kanonickych
slozkéch) a na zavér S—! | pielozi” vysledek zpét do slozek v bézi
B. *KV

6.5 Vypocéet inverzni matice

Ukol: Je d4na matice

3 -4 5
A=12-31
3 -5 -1

Uréete matici A~! inverzni k A.
Reseni:

1. Miuzeme provést napiiklad ponékud rozsifenou Gaussovu elimi-
nact (viz také piiklad 4.9). Vedle A napiSeme jednotkovou matici a
upravujeme vzniklou matici 3 x 6 fadkovymi upravami na tvar, kdy
je vlevo jednotkové matice 3 x 3. Zbytek matice je potom A~!.

Metoda vychdzi z toho, Ze pokud z (A|1) vytvoiime fadkovymi
Upravami matici (B|C), pak plati CA = B. Vyzkousejte si to nejprve
na matici v druhém fadku a uvédomite si, ze fddkové Upravy matice
A lze simulovat nisobenim A zleva vhodnou matici. Kdyz potom
v matici (B|C), kterd spliiuje CA = B, provedeme fadkovou tpravu
popsanou matici M, dostaneme (MB|MC), a tudiz (MC)A= MB
zustane v platnosti.

—3.(2)+2:(1)—(2)

3—-4 5|10 (1— (3)%3)

2-3 1101

3-5-1(00
3-45|1 0 O (2)=(3)=(3)
017(2-30 —
01610 —1

(2)=7-(3)=(2)

3-45(1 0 0\ (1)-5@)—=(1)
01 7[2-30 —
001(1-31



3-40|—-4-15 -5\ 1.(1)+4(2)=(Q)
010|-5 18 -7 —
0011 -3 1
100(-8 29 —11 -8 29 -11
010/-5 18 -7 |, tedyA=l=| -5 18 -7
001 1-3 1 1 -3 1
2. Jind moznost je vyuzit vzorce
. .det A;;
A7Y), . = (—1)itF =200
(A7) = (- (37)

kde A; ; je determinant matice vzniklé z A vypusténim i-tého fadku
a j-tého sloupce (tzv. minoru). Pro (—1)"7 det A; ; se také pouziva
termin algebraicky doplnék. Ve vzorci 37 si vSimnéte, ze vlevo jsou
indexy ¢, j a vpravo j,1.

Pro matice 2 x 2 na nas z tohoto vzorce vykukuje Cihdkovo
pravidlo ,,prohodit prvky na diagonale, mimo diagondlu obratit
znaménka a celé délit determinantem”

-1
ab 1 d —b
(c d) _ad—bc<—c a)' (38)
Vypocéitdme tedy nejprve det A = —1 a pak determinanty minoru
A]_’l = 8, AQ’]_ = 29, A3’1 = 11, A1,2 = —5, A2’2 = —18, A3’2 = —7,
A1’3 = —]., A2’3 = —3, A3,3 = —1, odkud uz je le zfejmé vidét
vysledek. Pro prehled to shriime
-3 1 —4 5 -4 5
-5 —1 -5 —1 -31
Al 1 21 3 5| | 35
-1 3 -1 3 -1 2 1
2 -3 3 -4 3 -4
3 -5 3 -5 2 -3
*PK

6.6 Modularni grupa

Ukol: Uvazujte mnozinu SL(2,Z) vsech matic 2 x 2 s celoéfselnymi
elementy a jednotkovym determinantem.



a) Ukazte, ze je to grupa vici ndsobeni: najdéte inverzni matici
k danému prvku SL(2,Z). Ukazte, Ze libovolné dvé sousedni
polozky v matici jsou nesoudélng cisla.

b) Ukazte, Ze matice

o —1 11
s_(l ) A_(ol> (39)
jsou generétory této grupy. Musite tedy dokazat, Ze Ize libo-

volny prvek grupy psdt jako soucin (koneéné mnoha) matic A
als.

¢) Uvazujte miizku v komplexni roviné, neboli mnoZinu bodu
G(v1,v2) = {mvy + nve, m,n € Z} pro dvé zadand nenulovd
komplexnfi ¢isla vy, vq, v1/ve ¢ R (viz obrdzek 11). Ukazte, ze
miizky G(vi,v2) a G(v},v5), kde

!
<”}) _ M<U1) , MeSL@2,2)
Uy ()

d) Prozkoumejte mrizky G(v1,1) a zjistéte, z jaké podmnoziny
F komplexni roviny je tfeba brat vi, abychom Zadnou mrizku
nedostali dvakrat a zarovern zadnou z mrizek nevynechali.

jsou totozné.

Im
. ° fu’ ° °
U1 1
'
. v . .
2
0 Re
V2
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

Obrazek 11: Mrizka v komplexni roviné. vf, v2 odpovidaji repa-

rametrizaci této miizky popsané matici M = (f 1)
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Reseni: a) Nésobeni matic je asociativni, jednotkovd matice tvori
neutralni prvek. Pro matici libovolného rozméru s jednotkovym de-
terminantem a celociselnymi polozkami bude nutné i inverzni matice
celociselnd podle vzorce pro inverzni matici ,,subdeterminant lomeno
determinant” (vztah 37 v pifkladu 6.5). Konkrétné z Cihdkova vzorce

(38) B
(Z Z) - adibc (—‘Z _Z)

vidime, ze inverzni matice ma pro a,b,c,d € Z a ad — bc = 1
také celociselné polozky. Jelikoz je ad — bc nasobkem libovolného
spolecného délitele Cisel a,b a zaroven mé byt ad — bc rovno jedné,
mus{ byt a,b nesoudélnd ¢isla (ale stejné tak a,c nebo d,b &i d, c).

b) Nyni chceme ukdzat, ze je grupa generovidna maticemi A4, S.
Uvédomme si nékolik véci. Napitklad S? = —1 tj. S* = 1 neboli
S~1 = 83. Stejné tak je uzitecné védeét, ze

AS = (i _i),(AS)QZ (; j)’(AS)?’: (f _;>

a tedy ASASAS = —1, nasobenim A~! zleva SASAS = —A~1.
TudiZ inverzni matice A=! a S~! lze ziskat jako souciny A, S. Diky
tomu je zapsdni M € SL(2,Z) jako souc¢in A,S ekvivalentni tkol,
jako ndsobit M maticemi A, S zleva tak, abychom nakonec dostali
jednotkovou matici diky vzorcim typu (ABC)~! =C~'B~1A~L.

Kazdy sloupec matice M se pii ndsobeni maticemi zleva chova
jako vektor. Uzijeme FEuklidova algoritmu pro hleddni nejvétsiho
spoleéného délitele Cisel a,c (v prvnim sloupci M). Ten spocivd
v tom, ze opakované nahradime vétsi z ¢isel a,c rozdilem |a — ¢,
jelikoz ¢isla a, ¢ a a — ¢, c maji stejny nejvétsi spoleény délitel. Iteraci
tohoto kroku, diky némuz ocividné ¢isla klesaji, se po konetném
poctu kroku jedno &islo vynuluje a druhé udédva nejvétsi spoleény
délitel.

V jazyce matic vyuzijeme toho, Ze

()= (a) eas(0) - (), @
S(E):(f?) §%*=-1 (41)
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Postupujeme napiiklad tak, Ze pusobenim matice S srovndme rela-
tivni znaménko a, ¢, pokud bylo opaéné, piisobenim S? uéinime toto
spoleéné znaménko kladnym, pokud bylo zdporné. A hlavni krok
spoéiva v piisobeni jedné z matic A~! nebo S2AS, kterou nahradime
vétsi z ¢isel vy, vo jejich rozdilem, viz (40).

Jelikoz pocatecni matice méla a,c nesoudélnd, jak jsme fekli
vy$e, iterovanim kroku z minulého odstavce dostaneme v prvnim
sloupci ¢isla 0, 1. Piipadnym pusobenim —S lze pfesunout jednotku
do levého horniho rohu. Determinant vSech zminénych matic byl
roven jedné, tudiz i determinant ziskané matice s prvnim sloupcem
(1,0)7 musf byt roven jedné, diky ¢emuz i v pravém dolnfm rohu
musi byt jednotka. Piipadné nenulové &islo k£ v pravém hornim rohu
lehce vynulujeme dalsim ndsobenim matici A=*, ¢imz dostaneme
jednotkovou matici.

c) Matice M € SL(2,Z) ucinkuje takto:

v ab v\ _ [ovy +bvx\  [v]
<U2> 7 <C d) <U2) B <Cvl +dv2> B (U'2>
Uvazujme nyni né&jakou nedegenerovanou (vi/ve ¢ R) miizku
G(v1,v2) v C. Nahrazenim (vy,vs) dvojici (vi,v5) dostaneme pro
M € SL(2,Z) tutéz miizku, jelikoz je kazdy prvek nové miizky i
celoéfselnou kombinaci vy, v, nebof M je celoéiselna. Toté7 plati i
naopak, jelikoz i M~! je celociselna.

Pii pfechodu od (vi,v2) k (vi,v}) jsme tedy jen zménili ge-
neratory miizky, coz lze chipat také jako reparametrizaci mfizky,
neboli zménu soufadnic boda mifzky (&isla m, n v definici). VSimnéte
si podobnosti se zménou baze vektorového prostoru.

Podminka det M = 1 mi jes$té jeden vedlejsi dusledek, totiz
ze objem elementdrni cely (obsah rovnobézniku vymezeného body
0,v1,v2,v1 + vy) zistane pfi transformaci nezménén.

d) Definujme nejprve ekvivalenci mezi miizkami tak, ze vyse defi-
novand miizka dang ¢&isly vy, v € C je konformné ekvivalentni viem
miizkdm generovanym kvi, kve, kde k € C\ {0}, jinak feCeno viem
otoCenym a zvétsenym ¢i zmensenym miizkam. VSechny miizky jsou
potom konformné ekvivalentni né&jaké miizce G(v1,1) nebo jinak
feceno vsechny miizky se stejnou hodnotou 7 = wv;/vs jsou kon-
formné ekvivalentni.

117



Nékteré mfizky s ruznym 7 jsou ale také konformné ekvivalentni.
Je jesté totiz tfeba ztotoznit ruzné miizky, pro které

, vy avi+buva ar+b
T:—I: =
U5 cv; + dvug ct+d

pro néjakou matici M z SL(2,Z). Budeme tedy hledat nejvétsi
takovou oblast F' v C (mnozinu vsech 7), pro kterou 7’ (M # Id)
lezi vzdy mimo tuto oblast.

Vezméme si néjakou miizku. Nalezneme nejkratsi (podle abso-
lutni hodnoty) nenulovy prvek této miizky, oznaéme toto komplexn{
Cislo vy. Nejkratsi vektor z téch na wve nezdvislych ozna¢me v;.
Znaménko v; volme tak, aby podil 7 = v;/va mél kladnou ima-
gindrni ¢4st. Diky tomu, ze vz je nejkratsi, zjevné plati |7| > 1 a
také |Re 7| < %, jinak by totiz jedno z &isel v; + vo mélo mensi abso-
lutni hodnotu nez v;. Piedstavte si vo = 1, potom v; +v2 ma stejnou
imagindrni ¢ast jako v1, ovSem redlnou ¢ast ma jedno z téchto Cisel
mens{ nez vy, pokud bylo |[Re7| > 1.

Tyto nerovnosti |7| > 1, 2|Rer| < 1,

Im7 > 0 ohrani¢uji fundamentdlni doménu Im

F grupy ze zaddni (viz obrdzek 12). Toto

tvrzeni znamend, ze je-li vo = 1, pak pro

viechna v; € F dostaneme ruzné (a také

samozfejmé konformné neekvivalentni) m¥iz- ] 1<

ky, zatimco pro vy ¢ F dostaneme tutéz i i
miizku pouze definovanou néjakym jinym Tme
v € F. 2 2

Grupa SL(2,Z) se nazyvd ¢asto modu- Qbrézek 12: Funda-
larni grupou, jde tedy o grupu vSech ne- mentilni doména
trividlnich reparametrizaci mfizky I' € C re-  miizky.
spektive reparametrizaci toru3¢ C/T. Tato
grupa se objevuje na mnoha mistech v kvantové teorii pole a v teorii
strun: dualitovd revoluce v poslednich péti letech 20. stoleti ve

36Tim myslime mnozinu C ,,modulo” v1,v2, to znamend rovnobéznik {mwv; +
nvz2|m,n € {(0;1)}, v némz ztotoznime rovnobézné strany. Pokud bychom
ztotoznéné strany slepili k sobé, vznikl by pii prvnim lepeni plast valce a pfi
druhém torus. To odpovidé fyzikdlné dvourozmérnému systému s periodickymi
okrajovymi podminkami.
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skuteCnosti ukazala, Ze tyto napohled zcela odlisné vyskyty jsou
Casto ekvivalentni. *xLM

6.7 Fisherova nerovnost

Ukol: Necht B je systém k-prvkovych podmnozin n-prvkové mno-
ziny A (2 < k < n). Necht kazd4 dvouprvkovd podmnoZina A je
obsazena v prdvé A > 1 mnozindch systému B. Oznacme b = |B| a
E matici typu n x b takovou, Ze E;; = 1 pravé tehdy kdyz i-ty prvek
mnoziny A je obsaZen v j-té mnoziné systému B, jinak E;; = 0
(tedy sloupce E popisuji jednotlivé mnoziny systému). Ukazte, ze
EET = (% — )\) 1+ AJ, kde J je matice samych jednicek. Odtud
dokazte, ze b > n; tato nerovnost se nazyva Fisherova nerovnost.
Névod: uZijte dvoji pocitani.

ReSeni: Dle definice matice E je hodnota prvku matice EET
o soufadnicich (i,5) (¢ # j) poCet mnozin systému B, ve kterych
je i-ty a j-ty prvek mnoziny A zdroven. Jeho hodnota je tedy A.
Soucet kvadratt prvka v i—tém faddku matice E (oznalme jej n;)
je i~ty prvek na diagondle EET a udava pocet mnozin systému B,
které obsahuji i—ty prvek mnoziny A.

Kazdy prvek mnoziny A je obsazen v m — 1 ruznych dvojicich
prvki (mnoziny A). Kazdd mnozina systému B, kterd tento prvek
obsahuje, obsahuje k£ — 1 ruznych dvojic s timto prvkem. Zafixujme si
jeden prvek a; € A. Spoéitejme, kolikrdt se v mnozindch B vyskytuje
néjakd dvojice s a;. Na jednu stranu vime, ze kazdd dvojice z A se
v systému B vyskytuje pravé A-krat. Dvojic v A obsahujicich a; je
n — 1, tedy v B napocitdme takovych dvojic A(n — 1). Na druhou
stranu je v kazdé mnoziné B, kterd obsahuje a;, celkem k — 1 dvojic
s a;. Tedy je v mnozindch B celkem n;(k — 1) dvojic s a;. Uréili jsme
takto n; = A(n —1)/(k — 1) pomoci postupu zvaného dvoji poéitdns.

Matici EET 1ze tedy zapsat ve tvaru (AZ=1 — A)1 + AJ. Podle
piikladu 9.3 ma takova matice jednonasobné vlastni &islo )\ZT_} -+
nA = An—1)z% # 0 a (n — 1)-ndsobné vlastnf &islo AZ=% — X # 0
(nenulovost plyne z n > k). Matice EET je tedy reguldrni, a tedy
hodnost matice E musi byt alespoin n (h(AB) < min{h(A), h(B)}).
Potom ale nutné musi platit b > n.

Jinym dvojim pocitdnim zjistime, ze kazdy prvek A je obsazen
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v % mnozinich systému B. OznaCme tento neznadmy pocet opét n;

(vime ale jiz, ze n; je pro vSechny prvky, tedy 4, stejné) a vytvoime
mnozinu BB sjednocenim vSech mnozin systému B, pficemz prvky
BB se opakuji, podle po¢tu vyskytu v mnozinich z B. Pocet prvku
BB je roven jednak n;n (kazdy prvek se n;-krat opakuje), ale taky kb
(B obsahuje b mnozin po k prvcich). Srovndnim téchto vyrazii méme
n; = kb/n. Tedy vskutku plati také vyjadieni EET = (% — )\) 1+
Ad. *xDK

6.8 Cykliénost stopy

Ukol: Vime, Ze stopa ma vlastnost cykli¢nosti, tj. plati, ze Tr AB =
Tr BA. Jak je to pro soucin vice nez dvou matic (tfeba Tr ABC)?
Lze z cykli¢nosti odvodit, ze miuZeme matice v souéinu libovolné
permutovat?

ReSeni: Z cykliénosti plyne, ze pokud prvnich nékolik matic
v soudinu oznalime jako A a zbylé jako B, plati:

Tr(JJK LMNO) = Tr AB = Tr BA = Te(LMNOIJK)
N N——
A B

a obdobné lze pokracovat dale. Permutaci tohoto typu nazvéme
,;blokovou transpozici” (prohozeni dvou blokil) a zajimé nas tedy,
jaké permutace lze ziskat skldadanim blokovych transpozic n-prvkové
posloupnosti (pajde o néjakou podgrupu S,, — grupy vsech permu-
taci na n prvcich), pfipadné zda lze takto ziskat vSechny permutace.

Pohledme na blokovou transpozici na n-prvkové posloupnosti,
kde prvni blok md m prvka a druhy pak n — m. Prohozenim se
druhy blok posune doleva o m a prvni posune doprava o m — m,
coz, chapeme-li posun cyklicky, je také posun doleva o m. Tato
blokové transpozice je tedy vlastné cyklickd permutace o m, stejné
tak jakékoli slozeni blokovych transpozic je néjaka cyklickd permu-
tace, nebot tyto permutace tvoii grupu. Grupa cyklickych permu-
taci je izomorfni Z, — mnoziné {0,...,n — 1} se s&{tdnim modulo
n. Tato grupa je ovSem obvykle mensi nez grupa S,, protoZze ma n
prvku oproti n! prvkam grupy S,. Pro souéin vice nez dvou matic
tedy z cykli¢nosti stopy neplyne, ze by matice v sou¢inu bylo mozno
libovolné permutovat. (Najdéte konkrétni piiklad, kdy to skuteéné
nelze.)
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Zjistili jsme tedy, ze cykli¢nost stopy znamena jeji invarianci vaci
cyklickym permutacim, odtud zfejmé nadzev. Tuto invarianci mizeme
téz uvidét, kdyz si napiSeme vzorec pro stopu soucinu vice matic,
tieba

TrABCD = Y o't pcfid'; .

,J,k,L
Obecngji pro souéin n matic Aj,...,An, 4; = (a;)k, k1 =
1,...,m muzeme psat
n n
TTH A= Z H(ai)P(Z)P(H—l)
=1 P =1

kde P jsou ,,uzaviené prochazky po indexech”, tj. posloupnosti in-
dext®” z mnoziny {1,...,m} délky n + 1, jejichz prvni a posledni
prvek je stejny (proto jsou uzaviené), a suma je pies vSechny
prochazky tohoto typu.

Tento vzorec neni invariantni vuéi libovolné permutaci matic.
Sousedni matice jsou v ném totiz ,,svazany” tim, ze se sCitd pies
jejich spoleéné indexy, coz by se obecnou permutaci porusilo. Protoze
matice jsou takto ,,svdzdny” do kruhu (nebot prvni je ,,svdzdna”
s posledni), neporusi se vzorec cyklickou permutaci. Viz téz kapitolu
20, ulohu ,,jak rozsadit hosty u kulatého stolu”. *PC

3TIndexy se mohou i opakovat.
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7 Linearni algebra pro grafiky

Pro uspésné zdolani této kapitoly je vhodné mit alespon zdkladni
znalosti z teorie grafii. Vét§inu potfebnych pojmu z tohoto oboru
sice v nasledujicim textu vysvétlujeme, pokud by to vSak Ctenafi
nepostacovalo, doporucujeme prolistovat libovolnou ucebnici teorie
grafii, napf. [MatNes].

Graf G je mnozina vrcholi V(G) spolu s mnozinou hran E(G),
tedy dvojic rizngch prvka z V(G), o kterych si pFedstavujeme, ze je
hrana spojuje. Graf muze byt také orientovany, pak jsou prvky E(G)
usporddané dvojice, a dva vrcholy tedy mohou byt spojeny ve sméru
i—j,j — 1¢&ii<> j, nebo nemusi byt spojeny viibec. Stuperi vrcholu
je pocet vech hran, které z ného vychdazeji (plus téch, které vchazeji,
u orientovanych graft). Graf je souvisly, pokud lze mezi libovolnymi
dvéma vrcholy piejit po hrandch. Pokud graf neni souvisly, rozpada
se pfirozené na komponenty souvislosti (pfesnd definice komponenty
souvislosti je ,,kazdy maximdln{ souvisly podgraf”). Graf se nazyva
bipartitng, pokud lze jeho vrcholy rozdélit do dvou mnozin (partit)
tak, ze zadné dva vrcholy z jedné mnoziny nejsou spojeny hranou.
Podobné definujeme n-partitni grafy (délime vrcholy do n skupin).
Strom je souvisly graf, ktery neobsahuje cyklus.

7.1 Je to strom nebo neni to strom?

Ukol: Necht G je orientovany graf na n > 2 vrcholech s n — 1
hranami. Ozna¢me A matici typu n x (n — 1) takovou, ze A;; = —1,
pokud hrana j vychdzi z vrcholu i, A;; = 1, pokud hrana j vchazi
do vrcholu i a A;j = 0 jinak. Necht A’ je matice, kterd vznikne z A
vynechanim prvniho fddku. Dokazte, Ze A’ je singuldrni pravé tehdy,
pokud G obsahuje cyklus; to je v nasSem pripadé ekvivalentni tomu,
7e G neni strom, a také tomu, Ze G neni souvisly. Navic, pokud A’
neni singuldrni, potom plati |det A’| = 1.

Reseni: Nech! G obsahuje kruznici; mizeme zvolit takovou, kterd
sama sebe nekfizi. Oznaéme w vektor fddu n — 1, jehoz nenulové
slozky jsou pouze na pozicich hran lezicich na této kruznici. Zvolme
si smér obihdni po této kruznici a za kazdou hranu na této kruznici,
kterd jde po sméru (resp. proti sméru) obfhdn{, napiseme do w do
piislusné slozky 1 (resp. —1). Potom A’w je nulovy vektor: aby mohla
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byt j-ta slozka vektoru w a zaroven i i-tého rddku A’ nenulovd, musi
-ty vrchol lezet na zvolené kruznici a musi jim prochazet j-t4 hrana.
Pro dany bod to bud'to neni zddna hrana, nebo jsou to pravé dvé
hrany. V kazdém piipadé (obé dovnitF; obé ven; jedna ven a jedna
dovniti) je slozkovy soucin w s i-tym fddkem A’ roven nule. Je tedy
A'w =0, a tudiz musi byt matice A’ singularni.
Necht naopak G neobsahuje kruznici, a je tedy strom (vzhledem
k poé¢tu hran nelze v takovém piipadé sestrojit nesouvisly graf). Je-
li n = 2, je tvrzeni ziejmé, necht tedy n > 2. Protoze G je strom,
obsahuje alesponi dva vrcholy stupné jedna. Alespon jeden z téchto
vrcholu, oznaé¢me ho v, odpovidd nékterému z fadkt matice A’. Po-
dle tohoto fadku, ktery obsahuje pouze jediny nenulovy prvek, lze
determinant matice A’ rozvinout — vznikld matice A” odpovidd
grafu G', ktery vznikne z G vynechdnim vrcholu v. Tento graf je
také strom: cyklus jsme nepfidali, ani jsme graf neroztrhli na dvé
nesouvislé ¢dsti. Nyni fekneme, ze dukaz vedeme indukci dle po¢tu
vrcholi grafu G; dle indukéniho pfedpokladu plati |det A”| = 1 a
tedy |det A'| = | £ 1||det A”| = 1, ¢imz je tvrzeni piikladu dokédzano.
*DK

7.2 Laplaceova matice

Ukol: Necht G je orientovany graf s n vrcholy a m hranami. Necht
B oznacuje matici typu n x m takovou, ze B;; = —1, pokud hrana
Jj vychdzi z vrcholu i, B;; = 1, pokud hrana j vchézi do vrcholu i,
Bij =0 Jlﬂak

Oznac¢me dale () matici typu n xn takovou, Ze Q;; je rovno stupni
vrcholu i, Q;; = —1 pokud je vrchol i spojeny hranou s vrcholem j
a Q;; = 0 jinak. Tato matice se nazyva Laplaceova.

Dokaste, 7e Q je singuldrni a Q = BBT. Ozna¢me Q' matici,
kterd vznikne vynechdnim prvniho fddku a sloupce z matice Q a B’
matici, kterd vznikne vynechanim prvniho fadku z matice B. Potom
plati Q' = B'B'".

Reseni: Vztah Q = BBT je ziejmy, pokud si uvédomime, ze Q;; =
b;- bj, kde b; je i-ty iddek matice B. Uvazme vektor w! = (1,...,1).
Potom Qw je nulovy vektor, a matice () je tedy singuldrni. Vztah
Q' = B'B'T je téz ziejmy. *DK
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7.3 Pocet koster

Ukol: Dokazte, ze v orientovaném grafu G s n > 2 vrcholy se skryva
pravé det Q' riznych koster. Q' je Laplaceova matice bez prvniho
fddku a prvniho sloupce (viz piiklad 7.2). Kostra grafu je jeho li-
bovolny podgraf, ktery je strom. Navod: pouZijte priklady 7.1, 7.2,
8.8.

Pomoci tohoto vzorce pak urcete pocet koster iplného grafu, tedy
grafu, kde kazdé dva vrcholy jsou spojeny hranami v obou smérech.

Reseni: Nejprve se budeme vénovat grafiim, které maji alespon n—1
hran. Podle Cauchyovy—Binetovy véty (piiklad 8.8), je determinant
matice Q' roven souctu kvadriti determinantt vsech podmatic ma-
tice B’ s n —1 sloupci. Tyto podmatice odpovidaji (bijektivné) pod-
grafuim grafu G s prdvé n — 1 hranami a podle piikladu 7.1 maji
determinanty +1 pravé tehdy, pokud je tento podgraf strom, tedy
je kostrou grafu Gj jinak je jejich hodnota nula. Tedy determinant
matice @' je roven poétu podgrafi grafu G, které jsou stromy, neboli
je roven poctu koster grafu G.

Nyni obritime pozornost ke grafim s méné jak n — 1 hranami.
Takovy graf G nemd Zddnou kostru (nebof neni souvisly), a tedy
sta¢i ukdzat singularitu matice Q. Hodnost matice B’ je nejvyse
n — 2 (tolik m4 nejvyse sloupcti). Tedy hodnost matice Q' je nejvyse
n—2 dle véty o hodnosti sou¢inu matic a tedy matice @’ je singuldrni.
Jeji determinant je tedy nula, coz je i pocet podgrafu grafu G, které
jsou stromy.

Je-li G dplny graf, potom Q' = nl — J, kde 1 je jednotkova
matice a J matice ze samych jednicek, obé jsou fddu n — 1. Podle
vysledki piikladu 9.3 mé matice Q' dvé vlastni ¢isla: (n—2)-ndsobné
n a jednondsobné n — (n — 1) = 1. Determinant matice je sou¢inem
jejich vlastnich ¢isel (branych v jejich algebraické ndsobnosti) a tedy
plati det Q' = n" 2. Pocet koster tplného grafu na n vrcholech je
tedy n™ 2. *DK

7.4 Prostor cyklia grafu

Ukol: Ozna¢me G g mnozinu eulerovskych podgrafii souvislého grafu
G, ¢ili podgrafil, jejichZ vSechny vrcholy maji sudé stupné. Uvazme
7%, kde m je pocet hran G, a ztotoznéme prirozenym zpusobem
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vektory tohoto prostoru s podgrafy grafu G. Ozna¢me E mnozinu
vektort reprezentujicich podgrafy z Gg. Dokazte, ze E je vektorovy
podprostor a je algebraickym dopliikem®® mnoziny S, obsahujici vek-
tory odpovidajici podgrafiim S*, kde v jsou vrcholy grafu G (vse nad
télesem Z ). Podgraf SY obsahuje pravé ty hrany grafu G, které jsou
incidentn®® s vrcholem v. Odtud dokazte, 7e dimenze E jem—n+1,
kde n je pocet vrcholu grafu G.

Reseni: F je vektorovy podprostor (nad Z;, tedy 1+ 1 = 0),
nebof obsahuje nulovy vektor (prazdny podgraf je eulerovsky) a
soucet dvou jeho libovolny vektoru mu také nélezi (symetrickd difer-
ence dvou eulerovskych grafu je eulerovsky graf). Nechf w € E a
s¥ je vektor odpovidajici libovolnému podgrafu S¥. Potom pocet
nenulovych slozek v souctu Y ;- w;(s”); je roven stupni vrcholu v
v podgrafu odpovidajicim vektoru w, a je tedy sudy, neboli nulovy
(modulo dvé). Navic, kazdy vektor w, ktery splituje vyse uvedenou
rovnost pro véechny s, nutné odpovida néjakému eulerovskému pod-
grafu. Tedy F je pravé algebraickym doplriikem S. Pokud ukazeme, ze
dim £(S) = n—1, obdrzime okamzité dim F = m—(n—1) = m—n+1.
Dimenze S je nejvySe n — 1, nebot > s’ je nulovy vektor, a
tedy vektory v S nejsou linedrné nezévislé. Necht W je libovolna
neprazdnd podmnozina vrchold, jejiz mohutnost je nejvyse n — 1.
Potom ) 8" (to je obecnd linedrni kombinace nad Z3') mé
nenulovou slozku na misté hrany, spojujici néktery z vrchola z W
s nékterym z vrchold mimo W. Tedy vskutku libovolnych (nejvyse)
n—1 vektort mnoziny S je linedrné nezavislych a tedy dim .S = n—1.
*DK

7.5 Spektrum matice incidence grafu

Ukol: Necht Ig je matice incidence grafu G o n vrcholech, tj.
(Ig);; = 1 prdvé tehdy, kdyz vrchol i je spojeny hranou s vrcholem

38 Algebraicky doplnék mnoziny M tvoii viechny ty vektory, které maji s li-
bovolnym vektorem z M nulovy slozkovy sou¢in. Pokud by byl slozkovy souéin
skaldrnim soutinem (napfiklad v R™), stal by se z algebraického dopliiku or-
togondlni doplnék. Tvrzeni, Ze soutet dimenze L£(M) a dimenze algebraického
dopliiku je dimenze celého prostoru, je pouze variace na téma dimenze jidra plus
dimenze obrazu.

39V chazejici &i vychézejici.
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j; prvky na jeji diagonale jsou nulové. Urcete vlastni ¢isla a vlastni
vektory matice incidence pro nasledujici grafy:

1. Matice tplného grafu (na n vrcholech).

2. Matice tplného bipartitniho grafu s partitami o velikostech m
a k (samozfejmé musi byt m + k =n).

3. Matice cyklu na n vrcholech. Matici I, vyjddrete jako soucet
matic A a B (viz nize) a povsimnéte si, 7e A"~ = B.

010 ...0 00 ...01

00 1 : 10 00
A= B = 1

SR 01’ 0

00 01 00

10... 00 0...010

Reseni: Piedevsim si povsimnéme, ze matice incidence grafu jsou
matice symetrické, a tedy jejich vlastni Cisla jsou redlnd a z je-
jich vlastnich vektoru lze sestavit ortogonalni bazi. Protoze je stopa
téchto matic nulova, s¢itaji se vlastni ¢isla matic incidence na nulu.
Rozeberme nyni matice incidence ze zadani ptikladu:

1. K nalezeni vlastnich ¢isel matice lze pouzit vysledku pFikladu
9.3 (o determinantu matice z1 + yJ; zde z = —1, y = 1). Nalezen{
vlastnich ¢isel a vektoru této matice je vSak snadné i bez tohoto
ptikladu: matice m4 jednoduché vlastni éislo n—1, kterému odpovida
vlastn{ vektor (1,...,1), a (n — 1)-ndsobné vlastni &islo —1, kterému
odpovida libovolny vektor kolmy na vektor (1,...,1), tj. napi. vek-
tory tvaru (0,...,0,1,-1,0,...,0).

2. Pro vétsi ndzornost ocislujeme vrcholy tak, aby bylo za sebou

nejprve vSech m vrcholi z prvni partity a pak nésledovalo zbyvajicich
k vrcholu z druhé partity. Matice incidence pak ma blokovy tvar

O(mxm)1(mxk
Ie = (1((k><m)) 0((k><k)))’ (42)

bloky maji velikost uvedenou vzdy v zdvorkich a jsou v nich bud
samé nuly, nebo samé jednicky. Tato matice incidence ma (n — 2)-
nasobné vlastni ¢islo nula, kterému odpovidaji vlastni vektory tvaru
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(0,...,0,1,—1,0,...,0) s dvéma nenulovymi slozkami na mistech
odpovidajicich dvéma vrcholum v téze partité.

Zbyvajici dvé vlastni &isla jsou potom vmk a —vmk a k nim
pifslusi vlastni vektory (Vk,...,Vk,/m,...,/m) a (Vk,...,Vk,
_\/H> ) _\/a)

3. Povsimnéme si nejprve, ze A™ je jednotkovd matice — pokud
se vam nechce ndsobit matice, rozmyslete si, co se stane, kdyz za
sebou n-krat posuneme slozky n—slozkového vektoru o jednu na-
horu. Vlastni &isla matice A mohou byt tedy pouze n-té komplexni
odmocniny jednicky; ukdzeme, ze mezi vlastnimi ¢isly zadna nechybi.
Existuji totiz nésledujic{ vlastn{ vektory (a k nim pfislusnd vlastni
Cisla)

ex = exp (2nik/n), k=0,...,n—1, Vi = (1,6ky...,60 ).

Vektor Avg je totiz vektor, v némz cyklicky posuneme vsechny slozky
o jednu nahoru. Vlastni ¢isla matice B jsou (n — 1)-té mocniny
vlastnich ¢isel matice A (jelikoz A"~! = B), vlastni vektory se
shoduji. Vlastni ¢éisla matice A + B jsou pak souctem piislusnych
vlastnich ¢isel matic A a B a maji tedy hodnotu A\, = 2cos2nk/n,
k=0,...,n—1.

Vsimnéte si, ze mezi A je kromé jednicky (Ag) — a pro n sudé
také kromé A, = —1 — kazdé ¢islo dvakrdt (A\x = A, ). To
znamend, ze vSechna tato vlastni ¢isla budou dvojndsobnd. Za bazi
vlastntho podprostoru k A; lze zvolit napiiklad vektory vk, vi—k.
Symetrie (redlné) matice A + B ndm ale zarucuje, ze 1ze zvolit bazi
z redlnych vektoru. Kdyz si vSimneme, ze Ay = A,_k, vime automa-
ticky, Ze vy = V,,_ a pak uz nenf tézké vymyslet

1
§(Vk + V) = (1,cos2mk/n, ... ,cos 2m(n — 1)k/n) ,

1
Z(v;c — V) = (0,sin27k/n, ..., sin2n(n — 1)k/n).

*DK

7.6 Vlastnosti matice incidence grafu

Ukol: Oznaéme I matici incidence grafu G s n vrcholy (definici viz
v prikladu 7.5). Dokazte ndsledujici tvrzent.
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1. Vsechna jeji vlastni ¢isla jsou realna. Navic pro vSechna vlastni
Cisla je jejich geometrickd a algebraickd nasobnost stejnd.

s vz

2. Vsechna jejf vlastnf ¢isla jsou v absolutni hodnoté mensi nebo
rovna maximalnimu stupni v grafu G.

3. Existuje vlastni vektor s nezapornymi slozkami prisluSejici
nejvétsimu vlastnimu éislu. Pouzijte vysledku prikladu 14.1.

4. Nejvétsi vlastni Cislo je alespori velikost minimalniho stupné
v grafu G.

5. Pokud je nejvétsi vlastni ¢islo vicendsobné, potom je graf G
nesouvisly. Dokazte, Ze opaéna implikace nemusi platit.

s w7

6. Urcete nejvétsi vlastni ¢islo a k nému prislusny vlastni vektor
pro d-regularni graf (kazdy vrchol je spojen prévé s d ostatnimi
vrcholy).

7. Pokud je graf G bipartitni a A je jeho vlastni ¢islo, potom i —\
je jeho vlastni ¢islo. Navic nasobnost vlastnich ¢isel A a —\ je
stejna.

Reseni:

1. Matice incidence jsou symetrické, a tedy algebraické a geomet-
rické nasobnosti jejich vlastnich &isel se shoduji a jejich vlastni éisla
jsou redlna. Navic z jejich vlastnich vektoru 1ze sestavit ortogondlni
bézi.

2. Pokud by A bylo vlastni &islo matice incidence vétsi nez
maximalni stupen v grafu, potom by byla matice I — Al ostie diago-

ndlné dominantni, tedy reguldrni (definici a dikaz viz v piikladu 1.4
¢i 9.2). Pak ale A nemize byt vlastnim ¢islem matice Ig.

3. Za vektor x z pfikladu 14.1 budeme volit postupné prvky kanon-
ické baze. Vsechny takto vytvorené posloupnosti obsahuji nezaporné
vektory (nebot matice I¢ mé nezdporné elementy). Mohou nastat
dva piipady. Bud nékterd z posloupnosti konverguje k vlastnimu
vektoru odpovidajicmu nejvétsimu kladnému vlastnimu &islu (Apax)
matice incidence a pak jsme hotovi. Nebo mohla mit matice I5 také
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vlastni ¢islo —Amax, ale pak alespon jedna z posloupnosti ma dva
hromadné body, jejichz soucet je vlastni vektor k Amax-

4. Ozname v; nezaporny vektor piislusejici nejvétsimu vlastnimu
&islu A;. Pokud je A1 nulové (a pfitom nejvétsi), musi byt vSechna jeji
vlastni ¢fsla nulovd (nebof stopa I je nula), a tedy je Ig nulovd a
uvazovany graf je tvofen pouze izolovanymi vrcholy. Tvrzeni piikladu
je v tomto ptipadé trividlni.

Necht nadale A\; > 0. Necht iy je slozka vektoru v; s nejmensi
nenulovou hodnotou a necht I je mnozina indexi, které odpovidaji
vrcholum, které lezi ve stejné komponenté souvislosti jako ig. Ziejmé
(v1); > (v1)io pro i@ € I; z4dnd z téchto slozek totiz nemize byt
nulové??, nebot jejich vrcholy lezi ve stejné komponenté souvislosti
jako vrchol odpovidajici ig. Oznaéme ¢ minimalni stupen v grafu G.
Potom plati

M()ip = Tav)ie > D, ()i > 6(va)ig
$E€N (io)

sCitd se pres sousedy vrcholu odpovidajiciho ig. Odtud pak jiz pfimo
plyne A\; > 4.

5. OznaCme v; a v, linedrné nezavislé vlastni vektory prislusejici
vlastnimu é&islu Ay > 0 (pfipad A\; = 0 je trividlni). Bez Gjmy na
obecnosti lze predpokladat, ze v; je nezdporny, a ze vektor vo ob-
sahuje néjaké kladné slozky. Uvazme nyni vektor v= v; — avy, kde
a je nejvétsi kladné cislo takové, ze vektor v je jesté neziporny.
Neékteré slozky v jsou nulové (jinak lze zvolit o vétsi), ale ne viechny
jeho slozky (v; a vy jsou linedrné nezavislé). Zadny z vrchold, jehoz
slozka ve v je nulovd, nemuze byt spojen cestou s kterymkoli vrc-
holem, jehoz slozka je ve v nenulové; jinak by totiz nemohlo platit
A1v = Igv. Potom ale tyto vrcholy lezi v ruznych (ne nutné dvou)
komponentach grafu, a tedy uvazovany graf neni souvisly.

Protipfiklad k opatnému tvrzeni (k bodu 5) najdéte sami, staci
uvazovat vhodny graf se tfemi vrcholy.

6. Nejvétsi vlastni ¢islo je d (diky bodim 2 a 4 nemuze byt ani
vétsi ani mensi) a odpovidajici vlastni vektor je (1,...,1).

40T je netrividlni tvrzeni. Nejprve ukaite, 7e nenulové slozky musi mit v§ichni
sousedé ip, pak sousedé sousedi, atd.; pouzijete pfitom bod 3 tohoto pfikladu.
My budeme toto tvrzeni potfebovat ve skuteénosti jen pro sousedy.
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7. Necht v je vlastni vektor piislusny k vlastnimu &slu A. Zménme
znaménko u vSech slozek vektoru v, které odpovidaji vrcholim
v jedné z partit; takto ziskdme vektor v'. Potom Igv' = —Av' (viz
téz piiklad 7.5, bod 2), a tedy i —A je vlastnim ¢islem matice inci-
dence. Z postupu dukazu je téz vidét, ze se ndsobnosti vlastnich isel
A a —\ shoduji. Existuje totiz izomorfismus pfislusnych vlastnich
podprostoru (toto zobrazeni spolivd v zdméné znamének u slozek
odpovidajich vrcholiim v jedné z partit). *DK

7.7 Spektrum matice incidence Petersenova grafu

Ukol: Najdéte vlastni ¢isla matice incidence Petersenova grafu.
Petersentv graf je graf na deseti vrcholech, které ztotoziiujeme
s dvouprvkovymi podmnozinami mnoziny {1,2,3,4,5}. Dva vrcholy
jsou v tomto grafu spojeny hranou pravé tehdy, kdyZ jim prirazené
mnoziny jsou disjunktni. (Navod: Zkoumejte druhou mocninu matice
incidence tohoto grafu.)

Reseni: Oznaéme matici incidence Petersenova grafu Ip. Petersenuv
graf je 3-reguldrni (kazdy vrchol md stupen 3). Tedy podle pfikladu
7.6 je nejvétsi vlastni ¢islo Ip tii a je jednondsobné, protoze Pe-
tersenuv graf je souvisly. Dva sousedni vrcholy v Petersenové grafu
nemaji zddného spoleéného souseda a dva nesousedni vrcholy maji
pravé jednoho. Odtud plyne (staéf si rozmyslet, jak se matice ndsobi),
7e plati I% = J+21—1Ip, kde J je matice tvofend samymi jednickami.
PiepiSme vyse uvedenou rovnost do tvaru

I3 +Ip—21=J.

Matice J mé vlastni vektor ze samych jedni¢ek (k jednondsobnému
vlastnimu &islu 10), ten je vlastnim vektorem i Ip a 1. Tento vektor
mé u Ip vlastni ¢islo 3. V&imnéte si, ze posledni rovnice odpovida
po nasobeni timto vlastnim vektorem zprava rovnici 9 + 3 — 2 = 10.

Ostatni vlastni vektory vSech zkoumanych matic jsou na néj
kolmé (vsechny tyto matice jsou symetrické) a tedy lez{ ve vlastnim
podprostoru matice J (viz piiklad 9.3) odpovidajicimu vlastnimu
&islu 0 (v ném lezi pravé vektory, které jsou kolmé na vektor tvoreny
samymi jednic¢kami). Tedy pro vlastni ¢islo A matice Ip musi platit:
M +A—2=0atedy X € {1,-2}.
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Nyni si uvédomime, ze stopa matice Ip je nulova, a tedy soucet
viech jejich vlastnich ¢isel (branych v ndsobnostech) je nula. Zaroven
musi byt soucet nasobnosti deset. Témto dvéma podminkam vy-
hovime jen tehdy, pokud ma matice Ip jednoduché vlastni &islo 3,
pétindsobné 1 a Ctyifnasobné —2. *DK

7.8 Rozklad uplného grafu na tii Petersenovy
grafy

Ukol: S vyuzitim vysledki piikladu 7.7 dokazte, ze dplny graf na
deseti vrcholech nelze zapsat jako sjednoceni tfi (disjunktnich) Pe-
tersenovych grafi.

Reseni: Dokazujme sporem. Predpoklddejme, ze I;, I, a I3 jsou
matice incidence Petersenova grafu takové, ze Iy + Io + Is = J — 1,
kde J je matice tvofend samymi jednickami a 1 je jednotkova ma-
tice. Uvazme matici J — 1 — I; — I5. Spektrum této matice je dle
vysledku piikladu 7.7 {3, 1, —2}. Uvazme nyni vlastni podprostor
matice J odpovidajici vlastnimu ¢islu 0. Ten obsahuje vlastni pod-
prostory (dimenze pét) pro vlastni ¢islo 1 jak matice I; tak i Is.
Protoze je vSak jeho dimenze (pouze) devét, musi mit vyse zmifiované
vlastni podprostory matic I; a Iy nepridzdny prunik — tedy exis-
tuje jejich spoleény vlastni vektor, ktery oznacime v. Nyni jiz staci
provést nékolik jednoduchych tprav: Isv = (J — 1 — I} — I)v =
Jv—1v—ILv—Iv= —v—v—v= —3v. To je ale spor, nebot matice
I3 nema vlastni éislo —3. *DK

7.9 Spektrum matice incidence sou¢inu grafi

Ukol: Zn4te-li spektrum matice incidence grafi G a H, urdete,
jak vypada spektrum matice incidence jejich soucinu. Prozkoume-
jte rizné typy soucini grafii (viz obrdzek 13):

e V(GXxH)=V(G)xV(H) a
Gx H)= {[[a,u], [b,vﬂ |[a, bl € E(G),[u,v] € E(H)}

E(
e V(GOH)=V(G)xV(H) a
E(GoH) = {[[a,u], [a,v]] |[u,v] € E(H)}U
U{[[a, u], [b u]|a,b @)}
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e V(GRH)=V(G)xV(H) a
E(G® H) = E(G x H) UE(GUH)

L XU

GxH GOH G®H

Obréazek 13: Ruzné typy soucinu grafi.

ReSeni: Oznaéme v a A¢ vlastni vektory a vlastni &isla matice
incidence grafu G a w/ a o’ vlastni vektory a vlastni &isla ma-
tice incidence grafu H. Uvazme nyni vektory u*/ definované jako
() ) = (V)i (W), [k, 1] jsou vrcholy soucinu grafd, tedy indexy
slozek u. V§imnéme si podobnosti s tenzorovym soucinem dvou vek-
toru.

Nejprve nahlédneme, 7e vektory u®J jsou linedrné nezavislé.
Necht jsou linedrné z4vislé, tedy necht existuji nenulové koeficienty
ol takové, ze 3. abIutd = 0. Pro kazdé k a | pak plati:

i,

Zaid(\/)k(wj)l = Z <Zai’j(wj)l>(vi)k =0.

i

Protoze v jsou linearné nezévislé vektory, musi byt 3, a7 (w/); = 0
pro vSechna i. Av§ak alespoii jedna z téchto linedrnich kombinaci je
netrividln{ (alespon jedno z a®7 je nenulové), tedy jsou vektory w/
linedrné zavislé. Obdrzeli jsme spor, a proto jsou vektory u®J linedrné
nezavislé.

Nyni pfistupme k uréeni spektra pfislusnych matic incidence:

o Ziejmé plati (Igxu)k,mji,n] = (Ic)kt(IH)mn- Spoctéme nyni,
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jak Iy g pusobi na uhd:

(Toxad™ )y, = > &) ua)mn(V)i(W)a =
[,n]
= Xo? (V)i (W) = No? (u"7) gy -

Vlastni &isla matice incidence grafu G x H jsou tedy tvaru Ao’
a odpovidajici vlastni vektory jsou u*7.

e Ziejmé (IGDH)[k,m][l,n] = Smn(Ig)kt + 0ki(Jg)mn- Spoctéme
nyni Ioogu™:

(IGDHUi’j)[k,m] = Z (6mn(Ia )kt + Okt (L) mn) (V)1 (W ) =
[t,n]

= N (W)W, +07 (V) (W) = (N +07) (") f,m)
Vlastn{ &isla matice incidence grafu GOH jsou tedy tvaru Af +
o7 a odpovidajici vlastni vektory jsou u*7.

e Ziejmé Igon = Igxu + Ianm, tedy vlastni éisla matice inci-
dence grafu G® H jsou tvaru A'o? + \* + 07 a piislusné vlastni
vektory jsou stéle v,

*DK

7.10 Jak poznat stupen souvislosti v grafu?

Ukol: Nechf G je d-reguldrni graf s n vrcholy a E(A, B) je mnozina
hran, které spojuji néjaky vrchol z A C V(G) s néjakym vrcholem
z B C V(QG). Urcete, jak souvisi

o [EWV(G) \ W)
ocweve) [WIIV(G)\ W]

(43)

s rozdilem prvniho (A1) a druhého (\2) nejvétsiho vlastniho Cisla
matice incidence grafu G.

Tento vyraz vyjadiuje ,,stuperi souvislosti grafu”. Pokud se graf
napriklad sklada ze dvou uvniti dobre propojenych éasti, které jsou
spojeny jen nékolika malo hranami, bude vyraz 43 maly. U nesou-
vislych grafii je tento vyraz nulovy.
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Poznamka k oznaceni: V rfeSeni budeme pouzivat slozkovy skaldarni
soucin (alb) = ), a;b;. Tento zdpis Ize chdpat také jako ndsobenf
radkového vektoru sloupcovym vektorem. Pro vektor a tedy znamena
|a) sloupcovy vektor jeho slozek a (a| = |a)T.

Reseni: Oznaéme n pocet vrcholi grafu G, j= (1,...,1),e=j/\/na
w charakteristicky vektor mnoZiny vrcholi W, tedy vektor, ktery ob-
sahuje jedni¢ky pouze na mistech odpovidajicich vrcholim z mnoziny
W a jinde nuly. Budeme vysetiovat vyraz |[E(W,V(G) \ W)| =
(j — wlIgw). Diky d-regularité vime, ze Ig|j) = d|j) (tedy také
(|Ie = d{j]) a podobné I¢|e) = d|e). Podle piikladu 7.6 je A\ =d.

- wlg|w) = (|lIg|w) — (WIg|lw) =

A (jw) — ((elw)e|Ic|(elw)e) — (w — (e|lw)e|Ic|w — (e|w)e) .
Pouzili jsme (w — e(e|w)|Igle) = d{w — e{e|w)|e) = 0. Tato kol-
most také ukazuje, ze pokud rozvineme vektor x = w — e{e|w) do
béze vlastnich vektoru Ig, bude slozka u e nulovd. Potom ovSem
X Ie|x) < Aa(x|x).

(= wiIglw) > A (jlw) = A {jiw)* /n = Aa|lw — (elw)el|* =

W] = X [WI? /n = Xa((Wiw) — (elw)?) =
(W] = [W*/n) = (W] = [W]*/n) = (A = X)(IW| = [W]*/n).
Tyto vypocty lze shrnout (pro libovolné W C V(G), 0 < |[W| < n)

[EW, V(G \W)| _ (M= 2)[W[n—|W]) _ A—As
WIve\w| —  alW|n-|W]) n

To je spodni odhad pro minimum vyrazu 43. Jako dodatek k bodu

5 piikladu 7.6 tedy vidime, Ze u nesouvislych d-regulérnich grafi je

uz maximalni vlastni ¢islo automaticky vicendsobné (Ay = A7).
*DK
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7.11 Expandéry

Ukol: Dejte prvni a druhé nejvétsi vlastni éislo (A1, \;) matice inci-
dence d-reguldarniho grafu s n vrcholy do souvislosti s nasledujicim
vyrazem:

E— min WU {v|3w € W, (vw) € E(G)}| '

WCV(Q) |W|
0<|W|<in

(44)

Pouzijte vysledek prikladu 7.10.

Vyraz za znakem minima je pomér poé¢tu vrcholi ve W plus jejich
pfimych sousedt ku |W/|. Je tedy nasnadé, pro¢ se grafy, pro néz je
vyraz 44 ,,velky”, nazyvaji expandéry.

Reseni: Provedme nejprve piimocarou tpravu

P 1e w0 EWEwEW ) e EGYH

WCV(Q) W]
0<|W|<n

Ozname ny pocet vrcholu lezicich mimo W, které jsou ale spojeny
hranou s néjakym vrcholem z W. Toto &islo lze odhadnout pomoci
poctu hran hy mezi W a ostatnimi vrcholy. Pokud u néjakého vr-
cholu z W néjakd hrana ,,neutece” jinam, nez do V(G) \ W (tedy
pokud jsou W, V(G) \ W partity grafu), bude hy = nwd. Jinak
bude samoziejmé hy < nwd, tedy

B, V(@) \W)|

E>1+ min

WCV(G) d|W| -
0<|W|<in
>1+  min M =) V(G) \ W[
wWcVv(Q) dn
0<|W|<3n

Nalezli jsme tedy odhad

AL — A2
2d

A2

E>1+ TV
1

_3_
)

*DK
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8 Determinatori

Jak se pocitaji determinanty? [Prosk]

Determinanty matic 2 x 2 a 3 x 3 se vét§inou vyplati pocitat pfimo
pomoci zndmych vzoreckl (v pfipadé matic 3 X 3 se pouzivd ndzev
Sarrusovo pravidlo)

a11 @12

= 11022 — @12021
a1 @22

a11 ai12 a13
Q21 Q22 Q23 | = (11022033 + A21G32013 + A31A12023—
@31 @32 A33 —@21012033 — (31022013 — 021032023 -

Pokud mame zpracovat vétsi matici, muzeme vzdy pouzit rozvoj
podle sloupce ¢&i fddku (viz piiklad 8.1), ¢imz determinant n X n
vyjddiime pomoci n determinanti (n —1) x (n — 1). Nez provedeme
tento rozvoj, rozhodné se vyplat{ vynulovat*! vsechny prvky kromé
jednoho ve sloupci (fddku), podle kterého budeme rozvijet: tim ndm
zbude v rozvoji jediny ¢len. Determinant se totiz nezméni, pokud
k libovolnému fadku pfi¢teme linedrni kombinaci ostatnich Fadki.
U determinantu (n—1) x (n—1) pouzijeme stejnou techniku a postup
opakujeme, az se dostaneme k determinantu 3 x 3.

Cesta postupného rozvijeni ale vede obecné k vyrazum, které
ziskame piimym vypocCtem z definice determinantu. To je tézkopadné
v piipadé determinanti s nezndmymi prvky, nebo determinantu
se sice Ciselnymi prvky, ale s pfedem neuréenym ifddem. Obecnd
metoda vypoctu takovych determinant neexistuje, neuvazujeme-li
piimé vyjadieni z definice. V mnoha piipadech 1ze ale pouzit néjaky
trik, ktery vypocet velmi zjednodusi, a my v tomto uvodu nékolik
takovych postupu predstavime.

Metoda pirevodu na trojuhelnikovy tvar

Nékdy se lze i u matic n X n dopracovat pomoci fadkovych tprav
k hornimu (dolnimu) trojihelnikovému tvaru. Determinant horni

4173kladni moznosti, jak upravovat determinant, jsou uvedeny v piikladu 8.1.
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(dolni) trojihelnikové matice je pak roven souCinu elementid na
diagondle, jak se lze presvéd¢it piimo v definici. Povolend uprava
je v tomto pripadé pouze priéist k libovolnému fadku linedrni kom-
binaci ostatnich tddki. Pokud néjaky fddek ndsobime &islem A, zvétsi
se i determinant A\—krét.

Piiklad 1. Vypoctéte determinant matice n x n

111...1
101 1
p_|110 1
111...0

Reseni: Odetteme prvni fadek od vech ostatnich

1
0

—_

1
0—
0

Priklad 2. Vypoctéte determinant

a T ... x
T ay T T
D=|T = a3 T
T T T ...a

Reseni: Odecteme prvni fadek od vsech ostatnich:

ay T T ... T
r—aja2—z O 0

p—|z—a1 0 a3z—=z 0
T — a1 0 0 ee. G — T
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Z prvniho sloupce vytkneme a1 —z, z druhého a2 —z, atd. az z n-tého
an — . Diky multilinearité mame tedy

ay T T T
a1—x az—x az—zx " ap—=«

-1 1 0 0

D=(a;—x)(an—z)| 1 0 1 0

-1 0 o ... 1

Pro lepsi esteticky dojem napiseme _*'— jako 1 +

x

-, VSechny
sloupce pfi¢teme k prvnimu a ozna¢ime A =1+ ). z/(a; — x)

A2 z_ ... -2
as—r az—zx ap—2x
0 1
D=(a;—x)...(an—z)|0 0 1 0
0o 0 o0 ... 1

:x(al—x)...(an—w)(1+ LN S >

r a—T a3—T ap — T

Vytykani linearnich vyrazu

Pokud se v matici A vyskytuje proménng z, muzeme na determinant
D(z) = |A] hledét jako na mnohoélen v z. Po urcité diimyslné dpravée
matice muzeme zjistit, ze D musi byt délitelny néjakym linedrnim
vyrazem: napiiklad pokud je jeden sloupec ndsobkem x — 1 a zaddny
prvek v matici neobsahuje (z — 1)~!. Pokud najdeme takovych (po
dvou nesoudélnych) déliteld vice, musi byt D(z) délitelny i jejich
sou¢inem. Pokud je stuperi tohoto sou¢inu S(z) stejny jako stupei
D(z), musi nutné platit D(z) = aS(x) pro né&jaké a € C. Toto
¢islo zjistime naptiklad tak, Ze srovndme ¢leny s nejvyssi mocninou
zu D(z) a S(z).

Tento postup lze zobecnit i pro determinanty s vice proménnymi.
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Priklad 3. Vypoctéte determinant

Ozy =z
z0zy
yz0cz
zyzO0

Reseni: Jestlize k prvnimu sloupci pfi¢teme viechny ostatni sloupce,
vidime, ze D je délitelny x+y+z. Jestlize k prvnimu sloupci pficteme
druhy a odeéteme od néj tieti a ¢tvrty sloupec, muzeme vytknout
—x + y + 2. Podobné, jak tusime ze symetrie matice vuéi zdméndm
z,y, 2, lze vytknout i z—y+2z (po (1)+(3)—(2)—(4) — (1)),az+y—=
(po (1)+(4)—(2)—(3) = (1)). Jelikoz jsou z, y, z nezdvislé proménné,
jsou tyto Ctyfi vytknuté Cleny po dvojicich vzdjemné nesoudélné a
determinant je délitelny S = (z+y+2)(y+z—z)(z—y+2)(z+y—=2).

Vidime, 7ze D jako funkce proménné z je polynom c¢&tvrtého
stupné, (stejné jako v y a z), coz se shoduje se S. Musi proto platit
D = 8. Vidime, ze v D je ¢len 2* s koeficientem 1 (ajsa23a32a41,
pifslusnd permutace je sudd). Naproti tomu v S je —z*, tedy musi
byt a =—1a

D=—(z+y+2)(y+tz-z)(z+z-y)(lz+y—2).

Piiklad 4. Vypoététe Vandermondiv determinant n-tého tadu
pomoci vytykani linedrnich vyrazu.

Lo, 23 ... 27!

1 o 23 zy~!
D, =

1z, 22 ... 27!

ReSeni: Na determinant nahlizime jako na polynom neznidmé .,
s koeficienty, které zavisi na z1,...,z, 1. Vidime, ze D,, je nula,
pokud z, = 21, ©, = 2, ..., nebo x, = x,_1. Determinant
proto musi byt délitelny z,, — 1, x, — T2,..., Tn — Tn_1. VSechny
tyto vyrazy jsou po dvou nesoudélné (ponévadz z1,za, ..., T, jsou
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nezévislé??). To znamend, ze D,, je délitelny jejich soucinem
D, =q(z1,z2,...,2p)(xn — z1)(Tn — 22) ... (T — Tp—1), (45)

kde ¢ je polynom v uvedenych proménnych.

Rozlozime-li D,, podle posledniho fadku, vidime, Ze je to poly-
nom stupné n — 1 vzhledem k x,, pficem? koeficient ¢lenu z7~!
je roven Vandermondovu determinantu D,,_; v proménnych x;, z2,

<.+, Ty_1. Soucin linedrnich vyrazi v pravé ¢dsti rovnice 45 obsahuje

z"~1 s koeficientem 1, tudiz mnohoélen g(z1,...,,) nesm{ obsaho-
vat Z,. Srovnédme-li koeficienty u z”~! na obou stranich rovnice,
dostaneme D,,_1 = ¢(z1,22,...,Zn—1), neboli

D, =Dp_1(zp —z1)(@p — 22) ... (T — Tp—1) -

Pouzijeme-li tuto rovnost, jen zaménime n za n — 1, pak mame
Dn—l = Dn—2(wn—1 — $1)...($n_1 — .’En_2). Tento vjfraz pro
D,,_; dosadime do vztahu pro D, a opakujeme tuto uvahu, az se
dostaneme k Dy = Dy (x5 — x1), D1 = 1. Z&vér je tedy

D, 1= (zo—z1)(x3 —21) (T3 —22) ... (Tf — Z1) .. . (Tyy — Tpo_1) =

= H($’ —zj).

i>]

Rekurentni vztahy

Determinant D,, stupné n se ndm muze podafit vyjadfit pomoci de-
terminantt D;, ¢ < n (obvykle po rozvinuti podle fadku &i sloupce).
Ziskanou rovnost (viz napiiklad 46 ¢i 45) nazyvame rekurentnim vz-
tahem pro posloupnost D,,.

Z rekurentniho vztahu se muZzeme pokusit ,,uhodnout” piimo
,,vzorec pro n—ty ¢len”, tedy vyjadieni D,, pouze pomoci n a niko-
liv D,,_1. Uhodnuty vzorec pak dokdzeme obvykle nejsnize mate-
matickou indukci. P#i hdddni ndm muze pomoci, pokud si vypiSeme
prvnich nékolik ¢lenu posloupnosti D,,, nebo naopak, kdyz napiiklad
do vztahu D,, = f(D,_1) dosadime za D,,_1 = f(Dp_2).

42Nez4vislost znamend, Ze z1,...,&,_1 mohou nabyvat libovolnych hodnot.
Nikdo jisté nepochybuje, ze pro z; = 1, ..., 2n—1 = n — 1 jsou vyrazy z, — 1,
.+t, Tn — (n — 1) nesoudélné.
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Casto se setkavame s linedrnimi rekurentnimi vztahy. UkaZeme,
jak u nich lze nalézt explicitni vzorec pro D,,. Necht mé rekurentni
vztah tvar

D,=pD, 1+qD,_ o, n>2, (46)
kde p, g jsou konstanty nezavislé na n.
Pii ¢ = 0 se vypocte D, jako ¢len geometrické posloupnosti

D, = p"1D;, kde D; je determinant prvntho f4du (casto je to
prvek determinantu D,, lezici v levém hornim rohu). Necht ¢ # 0
a «,fB jsou kofeny charakteristické rovnice x?> — pxr — q¢ = 0. Pak

p=a+ B, ¢g=—af a rovnici 46 muzeme vyjadfit jako:
Dy, —BDp_1 = « (Dn—l - ﬂDn—2) (47)
Dy —aDp_1 = 3(Dn_1 — aDp_3) (48)

Prvni pripad: Nejprve budeme piedpoklddat, ze o # . Podle
formule pro (n—1)-nf ¢len geometrické posloupnosti najdeme z rovnic
47 a 48

Dn - ;BDn—l = an72 (D2 _ﬂDl)
D, —aD,_; = "2 (D; — aD,)

a odtud feSenim soustavy dvou linedrnich rovnic

Dn = — i 3 ("1 (D2 — BDy) — "1 (Dy — aDy) )
neboli
D, = Cia™ + G5, C) = 'f(a_i_ﬂg)l, Cy = %- (49)

Posledni vyraz pro D, se snadno pamatuje: vSimnéte si, jak se
podobéa obecnému feseni linedrni diferencidlni rovnice druhého fadu
s konstantnimi koeficienty y(n) = C; eM™ +Cy e*2™. Vztah 49 je sice
odvozen pro n > 2 ale plati i pro n = 1,2. Konstanty Cq,C> lze
proto nalézt jednodusSe feSenim soustavy

Dy =Cia+Cyf, Dy=Cra®+Cap%.

Druhy pf#ipad: Necht nyni je « = 8 # 0. Rovnosti 47 a 48
pfejdou v jednu

D, —-aD,_; =« (Dn—l - Oan_z) )
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a odtud
D, —aD,_; = Aa™ 2, (50)

kde A = DQ — OtDl.

Zaménime n za n—1, dostaneme D,,_; —aD,_, = Aa™ 3 a odtud
D,_1 = aD,_s + Aa™ 3. Kdyz dosadime toto do 50, dostaneme
D,, = o*D,,_5 + 2Aa™ 2. Opakujeme tento postup jesté nékolikrat
((n — 3)-krdt) a dostaneme D,, = o™ 'D; + (n — 1)Aa™"? nebo

A D
Dn:a"((n—1)01+02), 01:;,02:?1.

Konstanty C4, Cs lze opét uréit z rovnic D1 = aCy, Dy = a2(01 +
C3). Vsimnéte si opét podobnosti s feSenim linedrnich diferencidlnich
rovnic, naptiklad y" — 2y’ +y = 0.

Piiklad 5. Vypoéteme rekuretni metodou determinant
z piikladu 2.

ReSeni: Predstavime si prvek v pravém dolnim rohu determinatu
ve tvaru a, = = + (a, — z) a pak mizeme determinat napsat jako
jako soucet dvou determinanti:

ai r T ... T a1 T T ... 0

T as T x T ay T 0
Dp=|: . i+

T T an 1 T T T Ap_1 0

T T... T X T T ... T Gp—T

V prvnim determinantu ode¢teme posledni sloupec od ostatnich,
¢imz dostaneme matici v hornim trojuhelnikovém tvaru. Druhy de-
terminant rozlozime podle posledniho sloupce

D,=z(a;—z)(ag—2x)...(an-1— )+ (an —x) Dy
To je rekurentni vztah. Po dosazeni analogického vyrazu pro D,_;
D, =z(a;—z)(az—2)...(an—1 — ) +

+z(a1—2z)(a2—2)...(an-2 — ) (an — ) +
+Dp_2(an-1—2)(an — ) .
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Opakujme toto (n — 2)-krat, a jelikoz D; = a1 = z + (a1 — z),
dostaneme:

D, = z(a1 —z)(az —z)...(an-1— )+
+z(a1—z)...(an—2 —2)(an — )+
+ ... tz(az—2z)...(an — ) +
+ (a1 —z)(az — 2)...(an — ),

coz odpovida vysledku piikladu 2.
Piiklad 6. Maéme spocitat determinant n-tého fadu

530...0
253 0
p_l025 0

000...5
Reseni: Rozlozime D podle prvni #4dky a druhy sc¢itanec rozlozime
dle prvniho sloupce. Najdeme tak rekurentni vztah

D, =5D,_1 —6D,_».

Rovnice 22 — 5z + 6 = 0 m3 kofeny o = 2, 8 = 3, tedy otekdvame
D,, = C12™ + C23™ (rovnice 49). Konstanty Cy,Cy uréime z rovnic
D; =5, Dy =19 a dostaneme (srovnejte s piikladem 8.2)

D, = Cia™ + C38" = gntl _gntl

Vyjadreni determinantu jako sumy determinantt
s vyuzitim linearity

Nékteré determinanty lze lehce spocitat tak, Ze je rozlozime na soucet
determinanti téhoz fddu podle véty

ai + b11 a2 ... aip a2 ... b11 a2 ...
a1 + b21 agze ... az21 a2 ... b21 agzz ...
an1 + bnl an2 ... an1 An2 ... bnl an2 ...
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Priklad 7.
a1+b a1 +b2 ... a1 +by,

az + b1 az + b az + by
D= . . .

anp+bi a,+b2 ... a, +b,

ReSeni: Tento determinant lze vzhledem k prvnimu f4dku rozlozit
na dva determinanty, kazdy z nich vzhledem k druhé fddce lze opét
rozlozit na dva atd. KdyZz dojdeme k posledni fadce, dostaneme

celkem 2™ determinantii. Kazdy z nich lze popsat n—tici (z1, ..., Zn),
kde kazdé &islo je bud’ nula nebo jedni¢ka, z; = 0, resp. z; = 1 zna-
mena, ze i—ty fadek je a;,...,a;, resp. by, ..., by,.

Dva fadky prvniho typu jsou ale umérné a fadky druhého typu
jsou si pfimo rovny. P#i n > 2 kazdy ziskany determinant obsahuje
alespon dva fadky alespon jednoho typu, a je tedy nulovy. Tedy

b1 bo
az a2

ap a1

Dy =a;+b1, Dy = by by

, Dpn=0, n>2.

Pricteni konstanty ke vSem prvkam matice

Tento postup se pouziva v téch piipadech, kdy po pfi¢teni stejného
Cisla ke v8em prvkum matice dostaneme determinant, ktery lze
spoCitat a u néhoz lze pohodlné uréit algebraické doplnky vSech
prvku. Metoda je zalozena na vlastnosti, ze pokud ke vSem prvkim
A pficteme stejné ¢islo x, pak se det A zvétsi o z—krat soucet alge-
braickych doplnki vSech prvku matice A.

Podivejme se na

a1 ... Qin a1+ ... in+
D=|: . |, D=

apl --- Qpp Qp1 +Z ... Qpp + T

Rozlozime D' na dva determinanty vzhledem k prvni fadce, kazdy
z nich na dva determinanty vzhledem k druhé fddce a pokracujeme,
a7z dostaneme D pomoci souc¢tu 2" determinanti (podobné jako

u piikladu 7). Ty z nich, které obsahuji vice nez jednu fddku prvkia
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rovnych z, jsou rovny nule. Slozky obsahujici jednu fddku prvkua
rovnych z rozlozime podle této fadky. Dostaneme

DI - D+£IJ Z Aija
1,j=1

kde A;; je determinant matice A bez i—tého fadku a j—tého sloupce
nésobeny znaménkem (—1)**7, coz jsme chtéli dokézat. Vypocet D’
tedy vede k vypocCtu D a sumy jeho algebraickych dopliku.

Piiklad 8. Vypoctéte determinant D,, z piikladu 2.

Reseni: Odecteme od vsech prvki ¢islo z a dostaneme determinant
diagonalni matice

ai—xz O 0
0 ay—=x

o

D =
0 0 ...ap—=z
Algebraické dopliiky prvku D', které nelezi na hlavni diagonale jsou

rovny nule. Pro prvek na diagondle je algebraicky doplnék roven
souéinu vsech zbylych prvki na diagondle. Proto

n
D, =(a1—z)...(an —w)—i—mZH(aj —z),
i=1 j£i
coz je stejny vysledek jako v piikladu 2.

8.1 Obycejné determinanty s ¢€isly
Ukol: Spocitejte determinant

= Ot W N
|
© © g Ot
|
—_ N ==
NN

Zjistéte, jaka metoda je pro vas nejpohodInéjsi.

Reseni:
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1. Zkusime nejprve rozvoj podle prvniho fadku.

714 -3 -14
D=2 (=) —9 27|+ (=5 (-] 5 27|+
-9 12 4 12
-3 74 -3 7 -1
+1-(=D)"*3 | 5 9 7|+2- (-1 5 -9 2|=
4 -9 2 4-9 1
=2-60—5-21+1-(—45)+(—2)-3=-36.

Museli jsme tedy vypocitat ctyii determinanty 3 x 3.

2. Vétsinou si muzeme uSetfit dost prace, pokud nejprve po-
moci f4dkovych tprav vynulujeme jeden sloupec & fadek. Radkovou
dpravou nyni myslime to, ze k libovolnému fddku muzeme pficist
linedrni kombinaci ostatnich fadku. Pfi takové tpravé se determi-
nant nezméni. MuZeme také libovolny fddek vyndsobit ¢islem ), ale
pak se determinant zmén{ A-krét (je tudiz vhodné zddat A # 0).

V nasem piipadé ndm da nejméné price vynulovat tfeti sloupec.
Provedeme dpravy (2)+ (1) — (2), (3)—2-(1) = (3), (4) — (1) — (4)
a rozvineme D podle tfetiho sloupce

D= =(=D*3.101 1 3
1 103 9 —40
2-400

Jelikoz jsme ted uz zpohodlnéli a obavame se, ze i pfi vypoctu deter-
minantu 3 X 3 udéldme chybu, provedeme jesté dpravu (1) —2-(2) —
(1). Tim dosdhla ndmaha potiebnd pro vypoéet naprostého minima

D =

N =W
= = O
S W o

:—3‘ ‘:—3-(0—1—12):—36.

13
—40

3. Pro milovniky Gaussovy eliminace existuje jeSté dalsi moznost.
Pomoci fadkovych dprav uvedenych v bodé 2 muzeme matici za
znakem determinantu prevést na horni trojihelnikovy tvar. Deter-
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minant je pak roven soucinu ¢isel na diagonale.

2:(2)+3:(1)—(2)

2:(3)=-5:(1)=(3) (3)+7-(2)—(3)

2 -5 12 4)—2-(1 4 2 -5 4 2 4
5-9 27 a 2 2|0 7-1 4 B
4-9 12 0 1 -1-2
2-51 2
110 -11 14
=4l0 06102 30
0 00 12
*KV

8.2 Determinant s feckymi pismeny

Ukol: Proa,8€C, a # B spoctéte determinant Fadu n

a+pB ap 0o ... 0

1 a+p a8 ... 0

D,=| 0 1 a+B... 0
0 0 0 ...a+p

ReSeni: Z rozvoje determinantu podle prvniho sloupce plyne re-
kurentni relace

D, = (a + /B)Dn—l —afDp_2.
NapiSeme-li si vysledek pro nékolik prvnich n,

D1 = o+ ﬂ
Dy = &® +apB + B°
D3 = o +a*B+ af®+ 62,
snadno uhodneme vysledek
an-l—l _ ﬂn—i—l
a-8
ktery dokazeme indukci. *TB

D, =
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8.3 Vandermonduv determinant

Ukol: Spoététe Vandermondiiv determinant

1 1 1 .---1
To T1 T2 *** Tp
22 22 22 - a2
L R

Vystraha: z* zde znaci exponent, nikoliv horni index.

Reseni: Tento determinant jsme jiz velmi rychle spocitali ve 4.
ptikladu v tdvodu této kapitoly. Nyni jej spoéitdme znovu ,,stan-
dardni” metodou.

K vypoctu je bezpodmine¢né nutna znalost vzorce pro rozdil n-
tych mocnin.

a”—b"=(a-0) (a"_l +a" 2 +a" 3% 4 a2+ b"_l)
Komentafe k pouzitym tdpravam:
1. prvni sloupec odec¢teme od vSech ostatnich
vyskrtneme prvnf sloupec a fddek (rozvoj determinantu)

pouzijeme vzorec pro rozdil n-tych mocnin

- W

z prvniho sloupce vytkneme x; — g, z druhého x5 — xg, atd.,
az z posledniho z,, — zg

5. od druhého faddku odeéteme xg-ndsobek prvniho fadku, od
tfettho fddku odecteme z2-nésobek prvniho ¥ddku, atd.

6. od tfettho fadku odefteme xzp-ndsobek druhého Fadku, od

¢tvrtého Ffaddku odecteme z3-ndsobek druhého fadku, atd.

7. postupné vyse uvedenym zpusobem ,,vyCistime” cely determi-
nant

8. dostali jsme opét Vandermondiv determinant, ale o stupen
mensi, cely postup znouvu zopakujeme
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11 -1 1 0 - 0

To T1 "'t Tp To T1— %o - Tp — To
2 .2 .. .2 2 2 .2 0 .2 2] (2,03
To T1 Tn @ Ty T3 — Tp Tn — Tp (2),(3)
ag ot - ah|  |ef af—af - an—af
r1 — X9 Tn — L0
(z1 — o) (21 + z0) (zn — zo)(zn + x0)
2 2 2 2
(w1 — @) (@1 + T1m0 + 25) -+ (Tn — To) (25 + TuTo + T7)
n—1 n—1 n—1 n—1
(o1 = 20) (@}~ 42l ™) o+ (@n— @)@l 4t ap )
1 1
n 1+ To Tn + Zo
4 2 2 ... 2 2 5
@ [[(@:—=0)| #i+zimo+a3 z2 + zpzo +af | B
i=1 . . .
-1 -1 — -1
x;” _}_..._i_x‘g‘ PR w21+...+x8’
1 1
n T “ee Tn
2 2 (6)
H($i — o) z1 + 120 Ty, + TnTo =
i=1 : . .
—1 -2 — —2
w’;” +...+x1$8‘ P ‘TZ 1+...+$n$8‘
1 1
n 1 “ee Tn
2 2 (7)
x T )
H(xi_xo) 1 n =
i=1
—1 -3 — -3
1 1 1
n z1 T2 In
(M 2 2 21 (8)
= 11(.’1’;z —xo) xl .’1;2 x’n, =
i=1
:El—l $2—1 ngl

149



n n T2 Z3 Ty n
2 2 2 8
[[@i—zo) [[(@i—an)| #2 5 | @[] @i -2y)
i=1 i=2 =0
>3
xy % gh? N2

*VP

8.4 Vypocéet cirkulantu vyuzitim znalosti spektra

Ukol: Vypoctéte determinant cyklické matice (cirkulantu)

Cop C1 C2 - Ch—1 Cn
Cn €0 C1 -+ Cp—2 Cp—1
Cn—1Cn Co *** Cp—3 Cpn—2
det C = det
Cy C3 Cq --- Co C1
C1 C2C3 - Cp Co

Reseni: Budeme se zajimat o determinant soucinu matice C's Van-
dermondovou matici V (viz piiklad 8.3). Prvky z,, (m = 0,...,n)
v matici V' zvolime tak, ze m-ty prvek bude m-tym feSenim rovnice
2" = 1. Bude tedy m = em = exp 275m, kde i je imagindrni

jednotka a m =0,...,n.

1 1 1 --- 1 1
€0 €1 €2 't En—1 En
eg €1 € --eny e
V= . .
€ €1 €&yt Enq Ep

Zakladnim pozorovanim, které povede k vyfeseni ulohy je prekvapiva
rovnost
hem ="t =1, (51)

coz plati pro kazdé m. Dale budeme chtit pouzit

det CV =detCdetV .
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Sou¢in matic na levé strané muzeme vypocitat pfimo (vypisujeme
pouze prvni sloupec)

-1
co+cieg + 288 + -+ epo16y 4 cnel
—1
Cn + Coc0 + C165 + -+ + Cr2El "+ Cn_1€]
-1
Cn1+4 CnEo + CoE] + -+ + 26 T+ Cp_1€f -

—1
€1+ cagg +c3ed + -+ cngl T+ coEd

Uzijeme vztah 51, ozna¢ime f(z) = co+c1x+coz?+- - +cp_12™ 1+
cpx™ a dostaneme

fleo)l flen)l -+ flen)1
f(eo)eo fler)er -+ .‘);_(Enggn

detCV — | fleo)eg f(e)ed -

Feo)el Flen)el o flen)el

To neni nic jiného nez det V [] _, f(em), z kazdého sloupce vy-
tykdme f(g;). Prévé ziskany vysledek méd byt ovsem také roven
det C det V, takze

det CdetV = [ f(em)detV

m=0

Determinant Vandermondovy matice, kterd md ruzné prvky, je
nenulovy, a proto jim muze celou rovnost zkratit

L " 2mim
detC = m) = k em= )
e g)f(e ) f(=) kZ:OCkx € exp

*VP

8.5 Zobecnéna Hilbertova matice
Ukol: Spoctéte determinant a inverzni matici k

1
ck+d’

By =
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Volba ¢, = n, d, = n — 1 vede k Hilbertové matici.

Reseni: Nejprve budeme hledat inverzni matici. Vypocitdme minor
BY. Vynulujme j-ty sloupec viech f4dk{ matice B tim, ze ode¢teme
prislusny ndsobek i-tého fadku, ktery jediny zustava nezménén. Tuto
operaci muzeme napsat pro element By, k # i jako

1 N I e+d; 1 1 (ck—cidl—dj>
ck+di ek+di cr+djcitdi cp+d \ck+djcitd )

Spoctéme determinant By; rozvinutim pravé odvozené ekvivalentni
matice podle j-tého sloupce. Z linearity determinantu plyne, ze
z kazdého Fadku mizeme vytknout 475t a 7 kazdého sloupce T
zbude matice B*, ktera je totozna s B s vySkrtnutym ¢-tym fadkem

a j-tym sloupcem. Dostaneme tak

—1)+d —cj —d. ..
detB= "D T ) (49" % ) aevmii.  (52)
ci+dj \ o chtd 1 it

BiJ yystupuje také v definici inverzni matice (viz také piiklad 6.5)

. .det BY
B Y., = (=1)Fi—=—— .
(B ;i =(=1) det B

Uzitim (52) tedy dostaneme pro inverzni matici pfedpis

B ¢k +d; di+ci
(51 = ) [[ 250 [T A
ki Cr — C; l;éjdl_dj

Vsimnéme si, ze det B* je roven determinantu matice B, z niz jsme
vynechali i—ty Fddek a i—ty sloupec. Vzorec (52) je pak rekurentnim
vztahem pro det B. Jeho n-ndsobnou aplikaci dostaneme

[1(ei = cr)(di = d)

- 1 ck—cidy —di i<k
detB = =
il;[lci+digck+didk+ci H(Ci+dk)
ik

*BK
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8.6 Rezultant

Ukol: Rezultantem dvou polynomi f(z)
Zg bj.’L'j, Jjejichz koreny oznaCme o;, resp. f3;,

R(f,9) = a7 [ ] [ [ (e

i=1j=1

= Zg a’i‘ri7 g(.’l?)
se nazyva vyraz

- ) = o [ [ o(e)

S
(=1)m<e; T £(85) = (=1)™R(g, f)-
j=1
Tedy rezultant je nulovy, pravé kdyz maji polynomy f a g spolecny
koren. Dokazte, ze rezultant Ize vyjadrit ve formé determinantu ma-
tice fadu n + s, kterd ma tvar

Ap An—1 ar Qo ©

o An Qp—1 *°° ai ag --- ©

o e le) Qnp QAp—1 **+ Q1 Qg
D= ,

bs bs—l bl bO o o

o bs bs—l v bl bO ce. O

o ° bs bs—l ot bl bO

kde ,,a-série” Fadkii ¢itd s ¢lenu a ,,b-série” n ¢lent. Pfi dukazu vdm
mozng pomuze souc¢in matic DM, kde M je Vandermondova matice
ze vSech kofenti obou polynomu

'1n+sfl 18;1,-{—571 . 524-3—1 a'il—{—sfl .. CYZ+S_1
ﬂ?+572 18;1+372 . ﬂ?+872 a111+372 .. ag+sf2
M = :2 22 . .2 .2 :2
Ih By - s a1 an
ﬂl ,82 e ﬂs a1 Qn
1 1 e 1 1 1

ReSeni: Determinant matice M je, jak zndmo (viz piiklad 8.3),
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roven

det M = [[(8: = 8;) [T 1185 — @) [ [ (i — ay) =
i<j j=1li=1 1<j

=a,°b,"R(g, /)V(f)V(9)-

Zde jsme oznacili V(f) a V(g) Vandermondovy determinanty slozené
z kofenil pouze polynomu f resp. g. Chceme vyuzit toho, ze deter-
minant sou¢inu je sou¢inem determinanti, potfebujeme tedy védét,
ze DM je

$TUF(BY) - BETF(Bs) ° °
T72(By) - BSTEF(Bs) ° °
,31f.(ﬂ1) ﬂsf.(ﬂs) (; ©
f(Br) - f(Bs) ° °
° o ol 'g(ar) - ol lg(an)
o ... o af?g(ar) -+ ot 2g(an)
o Ollg.(al) e ang.(an)
o glar) -+ glan)

Determinant blokové diagondlni matice je roven souéinu determi-
nantt bloku a navic lze z kazdého sloupce vytknout f(5;) ¢i f(a),
takze

det(DM) = _Hf(ﬂj) V(g)

=b,"R(g, f)V(9)a,*R(f,9)V(f).

Kdyz toto srovndme s vyjadfenim determinantu M, vidime, ze
opravdu det D = R(f, g).

Poznamenejme, ze rezultantu je mozné uzit k detekci vice-
ndsobnych kofent, a to v podobé R(f, f'). xDS
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8.7 Poloha bodu vuéi nadroviné

Ukol: Necht x!,...,x",y € R*, xt = (zi,...,zi) jsou (navzdjem
rizné) body v obecné poloze. Urcete, jak souvisi znaménko deter-
minantu ndsledujici matice s polohou bodu y vzhledem k nadroviné
uréené body x',...,x" (obrdzek 14)

Y1 .- Yn 1

Reseni: Nejprve si povsimné-
me, ze determinant ze zadani
piikladu je pravé tehdy nu-
lovy, kdyz dany bod y lezi

v nadroviné definované body
xt,..., X" (ozna¢me ji p). ’

Tento determinant vymizi 0
‘E?tlz prave teh‘dy,,povku(,i IO Obrézek 14: Nadrovina v R3 (tedy
rfadky matice linedrné zavislé, . . 1

oY e M rovina) definovand body x', X2,
coz je pravé tehdy, kdyz lze . . ..

ee o "~ x2. Algebraicky je tato mnozina

posledni fadek vyjadrit jako li- . L . .

o . AN popsana linearnimi kombinacemi
nearni kombinaci fadki ostat- 53
nich (prvnich n fidka je li- ’
nedrné nezavislych, nebot body x',...,x" jsou dle zadani piikladu
v obecné poloze). Determinant je nulovy tedy pravé tehdy, pokud
existuji koeficienty a; (1 < i < n) takové, ze plati y = > ; a;X a
zérovein 1 = Y "' | a;, coz je pravé tehdy, kdyz y je afinnd kombinact
bodii x!, ..., x", neboli pravé tehdy, kdyz y lez{ v nadroviné u. Toto
tvrzeni se opird o skuteénost, ze libovolny bod nadroviny lze zapsat
jako

n

X+ b =), by,...,by ER. (53)

=2

V této linedrni kombinaci je souet vSech koeficientu prdavé 1 +
> ;bi — >, b; = 1. Mnozina definovana vztahem 53 se nazyva afinni
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prostor (dimenze n — 1). Pokud tato mnozina neobsahuje nulovy
vektor, neni to vektorovy prostor (to je napiiklad kdyz x! /0 a
xt g L{xP, ..., X"})).

Nyni si rozmyslime, Ze pro vSechny body ve stejném otevieném
poloprostoru uréeném nadrovinou p je determinant ze zadani pii-
kladu nenulovy a m3 stejné znaménko. Zvolme libovolny bod )°
nelezici v pu a necht v je libovolny vektor z R™. Necht je funkce
f(A\) definovéna nasledovné:

xi zl 1
f(A) = det
- 1

W+ 4+ A, 1

Ziejmé f(0) je hodnota diskutovaného determinantu v bodé yP;
rozvojem determinantu dle posledniho fddku snadno nahlédneme, ze
funkce f je linedrni funkci v proménné A. Necht je nyni y libovolny
bod v R™ nelezici v p a nechf v = y—y°. Pokud y a y, lezi ve stejném
otevieném poloprostoru uréeném nadrovinou y, potom f(0) a f(1)
maji stejné znaménko, jinak by totiz funkce f musela byt nulova pro
néjaké \ € (0,1), potom by ale bod y° + Av byl bodem nadroviny u,
a tedy by body y° a y = y° + v by lezely v riznych otevienych polo-
prostorech uréenych nadrovinou u. Pokud naopak body y a y° lezi
v ruznych otevienych poloprostorech uréenych nadrovinou p, potom
existuje A € (0,1) takové, Ze bod y° + Av lez{ v nadroviné p, a tedy
f(A) = 0. Potom ale z linearity funkce f plyne, ze hodnoty f(0) a
f(1) maji rizné znaménko.

Nase uvahy lze tedy shrnout nasledovné: Determinant ze zadani
ptikladu je nulovy pravé tehdy, kdyz y lezi v nadroviné urcené body
x!,...,x". Navic pro véechny body lezic ve stejném otevieném polo-
prostoru urceném touto nadrovinou ma stejné znaménko. xDK

8.8 Cauchy—Binetova véta

Ukol: Nechf A a B jsou matice typu n x m prom > n a Aj, resp.
By, proI C {1,...,m} je matice vznikld z A, resp. B, pokud v ni
ponechame pouze sloupce s indexy z mnoziny I. Dokazte, Ze potom
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plati
det(ABT) = > det(ArBf). (54)

ResSeni: Rozepsanim definice determinantu a sou¢inu matic okam-
7ité zjistime, Ze leva strana dokazované rovnosti je rovna:

det(ABT) = ngnﬂH (ABT); rs) =

—ZSgnﬂ-HZAszr(z)k ngnﬂ Z HAlkBr(z)k

i=1k;=1 ki,...kn=1i=1

Zjednodus$me si zapis tim, ze v prostiedni sumé budeme séitat pres
vSechny funkce f : {1,...,n} — {1,...,m} (rozmyslete si tento
krok)

det ABT nganHAz 76 Br(i),f6) =
f =1

=Y senm [[ Ai s Briir.s -
f T =1

Ukézeme, Ze pokud funkce f neni prostd, pak je pfislusny scitanec
ve vyse uvedené sumé nulovy. Necht tedy f(i1) = f(i2) pro i; #
io a necht permutace 7' je m pozménénd pouze pro i; a i» tak,
ze 7' (i1) g m(iz) a 7'(i2) a m(i1). Protoze s¢itdme pfes vSechny
permutace, muzeme kazdou permutaci m nahradit ji odpovidajici 7',
na vsechny se dostane?3.

Z sgn.m H Ai, 1) Br(i), £ ) = Z sgn.m H Ai 1) Brr(i), 1) =

i=1 i=1

= Z —sgu H Ai 1) B i), 0) = Z sgn.m H Ai g i) Br(i). 1)

i=1 i=1

43Toto je typicky piiklad séitdni pfes koneénou grupu. Plati totiz G =
{a1,...,an} = {ba1,...,ban}, kde b je libovolny prvek grupy G.
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V poslednim kroku jsme pouzili zaménitelnost {[7(i1), f(é1)], [7(i2),

F(2)ly = {ln'(i2), f(32)], [7' (@), f(i1)]}, kterd se opird o f(i1) =

f(i2). Porovndnim levé a pravé strany ihned zjistime, Ze musi platit

> senm [ [ Ai s Briiy, ) = 0,

i=1

samoziejmé pouze pokud f neni prosta.

Muzeme tedy predpoklddat, ze viechny funkce f : {1,...,n} —
{1,...,m}, pres které se s¢itd, jsou prosté, a tedy rozepsat pravou
stranu nasledovné:

det(ABT) = Y > doseam [[AiraBriyso) -
=1

IC{1,...,m} T

iTl=n f({l,mf,n}):I

Nyni jiz zbyva jen zaménit sumy a znovu si pifipomenout definici
soucinu matic

det(ABT) = > Nsenm > [[Ais0Briyse) =
=1

}.ow
|I]=n f({l,..fn})=1

= Z ZSgnﬂH(AIBf)i,w(i) = Z Zdet(A[B}—’) .
m}, ™ i=1 I

1c{1,..., I1C{1,...,m},
17l=n 11]=n

Vztah 54, ktery jsme pravé dokazali, ma péknou geometrickou inter-
pretaci. Pokud polozime B = A a fddky matice A chapeme jako n
vektori z R™, m > n, pak det(AAT) je kvadrdt n-rozmérného ob-
jemu rovnobéznosténu P definovaného témito vektory. Toto tvrzeni
je trividlni pro n = m (pak je det(AAT) = (det A4)?), pro n < m na
néj lze narazit pii integraci pres n—dimenziondlni plochu v R™ (AAT
je Grammova matice).

Determinanty na pravé strané (54) souvisi podobné& s orto-
gondlnimi praméty P do V; = L({e;, i € I}), kde ¢; je vektor ze
samych nul a s jedni¢kou na i—tém misté (to jsou pak m-rozmérné
rovnobéznostény v m-rozmérném prostoru). Takové promitdni se
déla jednoduse tak, ze z promitaného vektoru vynechame vSechny
soufadnice, jejichz index neni v I.
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Napiiklad pro m = 3 a n = 2 ikd (54), ze kvadrat plochy
kosoétverce K definovaného vektory vi,vo € R3 je roven souétu
kvadratu ploch kosoétvercu, které vzniknou prumétem K do rovin
z129 (Vi v terminologii pfedchoziho odstavce), zozs (Vas) a o3
(V13).

Rovnici (54) muzeme také chapat jako jisté zobecnéni Py-
thagorovy véty, nebotf pro m = 2 a n = 1 d4va tato rovnice zndmé
tvrzeni |v|? = v? + v2. *DK

159



9 NasSe prvni vlastni cCisla

9.1 Fibonacciho posloupnost

Ukol: Naleznéte explicitni vzorec pro n-ty ¢len Fibonacciho posloup-
nosti, kterd je definovand pocatecnimi podminkami a1 = a3 = 1 a
rekurzivnim pfedpisem a, 11 = an+a,_1 (tedy 1,1,2,3,5,8,13,...).
Spoctéte limitu podilu a,/a, 1 pro n — oo. Navod: najdéte zo-
brazeni f : R?2 — R?%, f(an_1,an) = (an,an+1) a diagonalizujte jej.

Poznémka: Ulohu také lze vyfesit, aniz bychom zminili pojem
,,diagonalizace zobrazeni”. V divodu ke kapitole 8 jsme odvodili vz-
tah 49, ktery lze pouzit pro libovolnou posloupnost definovanou
linedrnim rekurentnim vztahem D, = pD, i + q¢D,_>. Metoda,
kterou pouzijeme nyni, je poetné stejné pracnd jako odvozeni v kapi-
tole 8. Jeji vyhodou je ale systemati¢nost a to, ze pouziva standardni
nastroj linedrni algebry, vlastni ¢isla.

Reseni: Diky linearité predpisu Qn+1 = Gn + ap_1 lze posloupnost
popsat pomoci linedrniho zobrazeni

Qp— an Qp— ol
() () =) =)

Matici A nyni zdiagonalizujeme; Ze to pljde, zarucuje jeji symetrie.
Charakteristickou rovnici 0 = det(A—A1) = A —A—1 fes{ vlastni

Cisla

1+5
Vlastni vektory vy, které spliiuji rovnici (A — AL 1)vy = 0, maji (az
na libovolny nésobek) tvar

e <A1+> =T (i) ‘

a tyto vektory je tfeba zapsat jako sloupce matice C' do formule
diagonalizace A = CDCL.

()=Go) ) () @
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Inverzni matici C~! rozméru 2 x 2 jsme spoéetli jako ostiileni pionyii
z hlavy podle Cihdkova vzorce:

AN | d —b
cd T ad—bc\—c a

Matici A", prifazujici (ag,a1)” vektor (an,any1)”, ziskdme z (55)

lehce:
o1\" (1 1 AT o —A- 1\ 1 _
11) “\ A A J\o A A —1) 5

Jedno maticové nasobeni ndm dava

LA™ Y _ 1
O A 1) 1 (56)
Ap AT A -Am A 1) /5

a jelikoz ag = ag —a; = 0 a a; = 1, vysledek a,, 1ze odeéist na pozici
12 — zajim4 nds horn{ slozka vektoru (a,,an,+1)” = A™(ag,a1)” =
A™0,1)T a vidime a,, = (A™)120;.
Prvek matice (56) v pravém hornim rohu je
1
V5

Vsimnéte si, ze pro velkd n lze zanedbat druhy ¢len, a tudiz pomér
an/an—1 se asymptoticky blizi pravé k vlastnimu &islu Ay = 1,618,
jak jsme mohli oéekadvat od chvile, kdy jsme spodéitali vlastni &isla.
Ptéte se pro¢? Nésobit néjaky vektor v matici A znamend zapsat jej
jako avy + Bv_ a prvni slozku nasobit A, a druhou A_

Alavy +Bv_) = Apavy + A_Bv_.

an

(AT — "), (57)

Takto tedy vypada diagonalizované zobrazeni** A. Pfi ndsobeni vek-
toru matici A" zaménime Ay za A} a vidime, ze ve vysledku bude
dominovat slozka piislusnd nejvétsimu vlastnimu &islu (srovnejte
s pitkladem 14.1). Exaktné zapsdno A™(a1,a0)” = A%} (a1,a0)” +
o(A?) - (1,1)7, a tudiz ant1/an = AT /AT +0(1) = Ay + o(1).
Uvedenému pomeéru se fika zlaty rez, je to zaroven pomér stran
obdélnika, z néhoz po odriznuti ¢tverce zbude obdélnik puvodnimu
podobny, coz Fibonacciho posloupnost napodobuje. *LM

44Veta o spektrdlnim rozkladu ndm zaruéuje, 7e takovou diagonalizaci lze
provést pro libovolny hermitovsky operator (AJr = A; sta&i dokonce pouze, aby
byl operator normélni, AAt = AT A).
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9.2 Gershgorinova véta

Ukol: Nechf A je matice typu n x n. Necht K; je kruh v komplexni
roviné se sttedem v bodé A;; a polomérur; = Z#i |A;j|. Necht K =
Ui K;. Dokazte, ze vSechna vlastni ¢isla matice A lezi v mnoziné K
(Gershgorinova véta). Mnozina K se nazyva Gershgorinova mnozina
a K; se nazyvaji Gershgorinovy kruhy.

Pomoci této véty dokazte nasledujici dvé tvrzeni

1. Necht A je ostie diagondlné dominantn{ matice, tedy

Vi : |A”| > Z |Ai]'| . (58)
J#i

Potom je A reguldrni.

2. Hermitovskd (A' = A) diagondIné dominantni (neostrs ne-
rovnost v definici 58) matice s kladnymi prvky na diagondle
je pozitivné semidefinitni. Pokud je matice dokonce ostre dia-
gonalné dominantni, potom je pozitivné definitni.

Reseni: Nechf v je libovolny vlastni vektor matice A piislusny
k vlastnimu &fslu A. Necht je jeho k-t4 slozka nejvétsi (v absolutni
hodnoté). Z definice ndsobeni matic ihned plyne: Ary = >, Agiri.
Tedy plati:
(A= Agk)ve = > Apivi
itk

> Agivi
iZk

A — Akkllve| < ; | Akl |vi

|A = Ag|[vg|

K3
A= Aggllve| < 30 |Agil vk
itk
A= Agi| < > |Agil
i£k
Tedy A € Ki a tedy vSechna vlastni ¢isla matice A lezi v Gershgori-

nové mnoziné.

1. Pokud je matice A ostfe diagondlné dominantni, potom zadny
jeji Gershgorintiv kruh neobsahuje nulu. Vlastni éisla jsou tedy
nenulova a matice A je regularni.
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2. Hermitovské matice maji pouze redlna vlastni ¢isla. Pokud je
takovd matice diagondlné dominantni (resp. ostfe diagondlné
dominantni) a na diagondle ma kladna ¢isla, potom jeji Ger-
shgorinova mnozina obsahuje pouze nezdporna (resp. kladna)
redlnd cisla. Takovd matice je tedy pozitivné semidefinitn{
(resp. definitni).

*DK

9.3 Vlastni ¢isla jedné obycejné matice

Ukol: J je matice typu nXn se samymi jednickami (Jij = 1). Urcete
vlastni ¢isla a vlastni vektory matice 1 + yJ, kde z,y € R. Urcete
determinant této matice.

Reseni: Libovolny nenulovy vektor je vlastnim vektorem matice 1
a piislusSnym vlastnim c¢islem je jednicka. Matice 1 ma tedy jediny
vlastni podprostor a tim je cely prostor. Matice J ma jednondsobné
vlastn{ &islo n (pFislusné vlastni vektory jsou tvaru (..., a), a # 0)
a (n — 1)-ndsobné vlastni ¢&islo 0 (pfisludné vlastni vektory jsou
viechny vektory, jejichz slozky se s&itaji na nulu). Protoze, vlastni
podprostory matice J jsou podprostory (jediného) vlastniho pod-
prostoru matice 1, muzeme shrnout:

e Pro y = 0 md matice n-nasobné vlastni ¢islo = a pfislusné
vlastni vektory jsou v8echny nenulové vektory.

e Pro y # 0 md matice jednondsobné vlastni éislo = + ny,
prislusné vlastni vektory jsou vSechny nenulové vektory tvaru

(a,...,a), a dile (n — 1)-ndsobné vlastni &islo z, pfislusné
vlastni vektory jsou vSechny vektory, jejichz slozky se séitaji
na nulu.

Determinant matice je souéin vlastnich éfsel, tedy " 1(z + ny).
Srovnejte s pitkladem 2 v dvodu kapitoly 8. VSimnéte si také, ze
soucet vlastnich ¢isel je n(z + y), tedy roven stopé matice, jak ma
byt. *DK
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9.4 Vlastni ¢isla pro zac¢atecniky
Ukol: Je ddna matice A:

A=

= O Ot
= W
U N

a) Urcete spektrum A (naleznéte vlastni éisla A).
b) Naleznéte vlastni vektory A.

¢) Urcete Jordanav kanonicky tvar J4 matice A a matici Q tak,
aby platilo A = QJ QL.

Reseni:

a) Spektrum matice A, znaceno o(A), je mnozina kofentu charakte-
ristického polynomu x(\) = det(A—\1). Tento polynom lze spocitat
bud’ pfimo, nebo pomoci lemmatu (srovnejte s piikladem 9.10)

X(A) = =A%+ TrA-2A% — (A + Az + A3) - A+ det A,

A; je determinant matice vzniklé z A vypuSténim i-tého Fadku a
i-tého sloupce. Takto dostavame

X)) = =N 4+6X2 1IN +6=—-(A—1)(A—2)(A—3),

tedy o(A) = {1,2,3}. Pii hleddn{ kofent x(\) jsme nejprve zkusmo
nalezli A = 1 a pak jsme vydélili x(\)/(A —1) = —A2 + 5\ — 6.

b,c) Protoze jsou vSechna vlastni &isla jednondsobnd, je matice A
diagonalizovatelna. Matice @ pak bude mit jako sloupce vlastni vek-
tory piislu$né jednotlivym vlastnim ¢islum.

Pokud je v vlastnim vektorem A piislusejicim vlastnimu ¢&islu A,
znamend to (A — Al)v = 0. Pro nage tfi vlastni &isla to pfedstavuje
t¥i soustavy dvou rovnic pro tfi nezndmé (jednu slozku vzdy volime,
vlastn{ vektor 1ze vzdy nédsobit libovolnym &islem). Resenfm postup-
né dostaneme vlastni vektory A, napiiklad

1 1 :
)\:].:Vl: 2 ,)\ZZ:VQZ 1 ,)\:32V3: 1
1 0 1
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Nalezli jsme tedy

9.5

100 111
Ja=1020), @=(212
003 102

*PK

Vlastni €éisla matice 4 x 4

Ukol: Je ddna matice A:

-25 -10 15
06 0 2
A= 02 8 -2
02 0 6

Urcete charakteristicky polynom x(A) a spektrum (mnozZinu viast-
nich ¢isel) o(A) matice A.

a) Vyjdéte primo z definice x/(A).

b)

Vyuzijte vzorce (pro matice 4 x 4)

X(A) =A%t =23 . Tr A+

+)\2 . (Al,z + A1,3 + A1,4 + A2’3 + A2,4 + A3,4)—

—A- (A] +A2 +A3 +A4) +detA.
(59)
A; ; je determinant matice typu 2 x 2 vzniklé z A vypusténim
dvou sloupct a stejnych dvou Fddku (i-ty a j-ty sloupec, i-ty a
j-ty fddek). Ay je determinant matice typu (3 x 3) vytvorené
z A vypusténim sloupce a stejného fadku (i-ty sloupec a i-ty

fddek). Srovnejte s prikladem 9.10.

Prohazovanim radkid a sloupcti v determinantu preved'te ma-
tici A — A1 na blokové horni trojihelnikovou matici a pouzijte
lemmatu

XY

det(A — A1) = det ( 0z

) =det X det Z,
v némz X, Z jsou obecné libovolné ¢tvercové matice, jejichz

dimenze davaji dohromady dimenzi A. V nasem pripadé to
budou matice 2 X 2 a 2 x 2.
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Reseni:
a) x(A) = det(A— A1), determinant snadno spocteme rozvojem po-

dle prvniho sloupce (pouze jeden nenulovy ¢len) a pomoci Sarrusova
pravidla:

—-2-X 5 —-10 15
0 6-Xx O 2
0 2 8- -2
0 2 0 6-—2A

6-A 0 2
=—(A\+2)| 2 8- -2 |=
2 0 6-\

=—2+N[6-XN)-(8=A)-(6—)) —32+4)\ =
= —(2+A)[-A*+20- A% — 128 - \ + 256]

Pii rozkladu polynomu v hranatjch zdvorkach?® (ozn. Q(\)) miizeme
vyuzit véty o raciondlnich kotenech polynomu s celociselngmi koefi-
cienty:

Necht P(\) = Y7 g aiX. Je-li A = 2, p,q € Z kofenem P(z), pak p
déli ag a q déli a,,.

V naSem piipadé to znamend, Ze pokud existuje A n&jaky raciondlni
kofen Q(A), pak A € {£2,44,...,4+256}. Postupnym dosazovinim
zjistime, ze A = 4 je kofenem Q(A). Pak Q(A\)/(A—4) = =A%+ 161 —
64 = —(\ — 8)%, a tedy

x(A) = (A=8)2(A—4)(A+2), odkud o(A) ={-2,4,8}

b) Hodnoty A; ; (hlavnich minori 2 x 2) jsou Ay o = 48, Ay 3 = 32,
A174 = 48, A273 = —12, A2,4 = —16, A3’4 = —12. Hlavni IIliIlOI‘y
3 x 3 jsou A; = 256, Ay = —96, A3 = —64, A4 = —96 a konelné
det A = —512. Dosadime do vzorce 59 a dostaneme charakteristicky
polynom

x(A) = A* — 1823 + 88)\% — 512,

o némz diky vété z bodu b) vime, ze jeho raciondlni kofeny lezi
v {£2,44,48,...,4+256}. S jistou ddvkou vytrvalosti se dopracu-
jeme i tentokrat k o(A4) = {-2,4, 8}.

45Pokud jsme si ndhodou nevsimli, Ze lze z hranaté zdvorky vytknout X — 8.
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c) Pokud prohodime druhy a tfeti fddek a potom druhy a tfeti
sloupec v matici A — A1, dostaneme pro x(A)

—-2—-X 5 -—-10 15 —-2-Xx =10 5 15
0 2 8-X -2 | 0 8—-Xx 2 -2
0 6-—-Xx 0 2 | 0 0 6-Xx 2
0 2 0 6-—2A 0 0 2 6-A

Nezapomnéli jsme pfitom ménit znaménko za kazdé prohozeni. Toto
je blokové horni trojuhelnikovy tvar, takze 1ze pouzit nase lemma:

—2-X -10[[6-) 2
()= |

0 8—Al| 2 6-2x ‘ = (—2-X)(8—X)(A\*—12X+32)

Kdyz rozlozime kvadraticky trojclen, dostaneme opét spravny vy-
sledek. Vsimnéte si, ze jsme maximdlné zuzitkovali nuly v matici a
celé pocitani se ztencilo na determinant 2 x 2. *PK,KV

9.6 Sinus matice

Ukol: Spocitejte
sin ( ) .

Reseni: Tento piiklad ilustruje, jak lze obecné pocitat funkci z ma-
tice. Jiny mozny postup je predveden v prikladu 9.8. Jedind zndm3d
operace s maticemi je ndsobeni (a s¢itdni), proto se snazime funkci
rozvinout v mocninnou fadu, kde se vyskytuje pravé jen s¢itani a
nésobeni matic. Aby se ndm obecné mocniny dobfe poéitaly, matici
diagonalizujeme.

Matici oznac¢ime 7 A a budeme ji pomoci podobnostni trans-
formace diagonalizovat. Hleddme tedy matici C' takovou, aby bylo
C~'AC = D a D byla diagondlni matice. Vime totiz, ze plati A =
(CDC~H" = CD"C~!, a tedy pokud sinus matice definujeme jako
mocninnou fadu, bude platit i sin A = sin(CDC~!) = C(sin D)C1,
kde sinus diagonalni matice znamend pouzit sinus na jednotlivé e-
lementy na diagondle (pfedstavte si sin D opét jako fadu; umocnit
diagondln{ matici znamend umocnit prvky na diagonale).

Nejprve uréime vlastni &isla matice A pomoci rovnice det(A —
Al) = 0. Resenim kvadratické rovnice zjistime A\; = 3, A, = 1.

INEINE]
NEFNE]
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Protoze jsou tato ¢isla riznd, vime, ze je diagonalizace moznd (neni
tieba hledat kapitolu o Jordanové tvaru matic). Cisla musela vyjit
redlnd, nebof matice A je symetricka a redlna.

Déle uréfme transformaénf matici C. Vztah A = CDC ™! #ik3,
7e matice C~! musf prevddét z kanonické baze — {(1,0),(0,1)} —
do baze vlastnich vektoru vq, vo matice A. Nésobeni matici D pak
tik&, ze pokud matici A ndsobime vektor v, nestane se nic jiného, nez
ze slozka v ve sméru v; se ndsobi \; a slozka ve sméru v, se nasobi
X2 ( spektrdlni rozklad zobrazeni). Jelikoz mame ale nyni vysledek
vyjddien v bézi {vi, v»}, je tieba se jesté vratit do baze kanonické,
coz zatfidime nésobenim matici C.

Vlastni vektory matice A najdeme jako feSeni rovnic (A —
Ail)v; = 0. Ziskdme v; = (1,1) a v = (1, —1) a podle pfedchoziho
odstavce je tfeba tyto vektory zapsat do sloupct matice C' (srovne-
jte s piiklady 6.2,4.9). Jezto byla matice A symetrickd a redlnd a jeji
vlastni ¢isla ruznd, musely tyto vektory vyjit kolmé. Pokud vektory
navic normujeme na jednicku, dostaneme ortogondini matici M a in-
verzni matice se k ni hled4 obzvlast jednoduse®: M—1 = MT. Plati
[vi| = |w| = V2, tedy matice M = (1/+/2)C je ortogonalni a matice
(1/+/2)CT je k nf inverzni.

Pro obecnou matici 2 x 2 1ze ale inverzni matici najit snadno také
podle Cihdkova pravidla (piiklad 6.5): zaménit ¢leny na diagondle,
zménit znaménka u ¢lentt mimo diagondlu a celé délit determinan-
tem. Obéma postupy dojdeme k podobnostni transformaci:

(12) =26 GV G A)

Sinus puvodni matice pak uz neni zidny problém

i (13)=3 0 ) (V0] ()

()0 ()= ():
*KV

46bvykle se pfipoming, ze Ul = U~ pro matice unitrni, tedy matice je-
jichz Fadky tvofi ortonormalni systém ve smyslu skaldrniho sou¢inu komplexnich

M %

vektoru. Pro redlné matice jsou pojmy “unitdrni” ¢ “ortogondlni” ekvivalentni.
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9.7 Odmocnina z matice

(2

Urcete v/A (tj. vSechny takové matice /A pro které plati (v/A)? =
A).

ReSeni: Matici A pievedeme na diagondlni tvar, ktery uz lze
jednoduse odmocnit (srovnejte s pifkladem 9.6). Pokud totiz na-
jdeme matice D (diagonalni) a C, které spliuji A = CDC~!, pak
plati vVA = Cv/DC~'. Pro diikaz staci pravou stranu rovnosti umoc-
nit na druhou:

Ukol: Je zaddna matice

(cvDC™Y)? =cvDC~ VDOt =C(WD)*)C ' =CDC' = A

coz dokazuje vyse uvedené tvrzeni. Odmocninu z diagondlni matice
provedeme prosté tak, ze odmocnime jednotlivé elementy (nebot D?
znamend umocnit diagondln{ elementy na druhou).

Nejdfive uréime vlastni ¢isla matice A jako kotfeny charakteri-
stického polynomu P()\) = det(A — A1). V naSem piipadé je to
(srovnejte s piikladem 9.10)

PA) =X —ATrA+det A=\ — 13X + 36 (60)

a jeho kofeny jsou A\; = 4, Ay = 9. Matice D m4 tedy tvar

40
D =
(45)
Nyni uréime vlastni vektory matice A z rovnice (A — A1)v = 0.
Pro \; = 4 dostaneme napiiklad v; = (1,—1)7, pro Ay = 9 tieba
vo = (2,3)T. Pomoci vlastnich vektort vytvoifme matici C a to tak,

ze do sloupct®” matice C zapisujeme vlastni vektory A ve stejném
pofadi, v jakém jsme psali vlastni &isla A do diagondlni matice D.

4TMatice C m4 z vektoru zapsaného ve slozkach v bazi {vi, V2} udélat slozky
v bézi kanonické. Srovnejte s piikladem 4.9.
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K matici C hned také spocitame inverzni matici, budeme ji za chvilku

potiebovat
(1 2 173 =2
C_<—13)’ ¢ _5(1 1)

Nyni tedy plati

A— 62y (1 2 40\ 1/3-2
“\37) \-13 09/ 5\1 1
a staéi odmocnit diagondlni matici D. To lze provést celkem &tyimi

zpusoby
+2 0
VD= ( 0 j:3>

a dostaneme tedy &tyFi riiznd feseni pro v A
1 1 2 20 3 -2 1/12 2
\/Z“_ig(—l 3) (0 3) (1 1 )‘ig(?) 13)
1 1 2 -20 3 -2 02
\/Z3’4_i5(—1 3) ( 0 3) (1 1 )‘i(3 1)

Na zavér poznamenejme, ze je timto zpusobem ziejmé mozné odmoc-
nit libovolnou diagonalizovatelnou matici (pokud nejsou vlastni ¢isla
nezépornd, musime prejit do komplexnich &isel). Autorovi pitkladu
vSak neni znamo, jestli existuje odmocnina libovolné matice.

*KK

9.8 Sinus ¢i odmocnina matice jinak

Ukol: V prikladu 9.6 jsme méli za kol najit sinus matice, v prikladu
9.7 jsme hledali odmocninu z matice. Metody pouzité v citovanych
prikladech vyuzivaly teorie Jordanova tvaru. Zde si ukazeme, jak
muzeme pocitat funkce matic (ale jenom nékterych, viz déle) bez
pouziti Jordanova tvaru. Vasim tikolem bude nejprve dokdzat slabsi
variantu nasledujiciho pozorovani

Budiz A matice, jejiz Jordaniiv tvar je ¢isté diagonalni (coz nastane
napr. pokud je A normalni tzn. AA' = ATA). Déle necht jsou f a
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g funkce spojité v bodech spektra o (A) a plati f(z) = g(z), Vz €
o (A). Pak je také f (A) = g (4A).

Staci pokud dokazete toto pozorovani pro analytické funkce. Toto
pozorovani pouzijte k feSeni prikladia 9.6, 9.7, tzn. spoctéte

)

e sinA, kde A = (

N EIME]
NTERNE

6 2
. \/Z,kdeA:(37>

Reseni: Podle predpokladii je Jordantv tvar matice A &isté diago-
nalni, tudiz existuje diagonalni matice D (na diagondle jsou vlastni
¢fsla A ) a matice C, pro néz A = CDC~!. Funkce f a g jsou podle
predpokladu analytické, 1ze je tedy rozvinout do mocninné fady:

=S ama™s g =3 b
n=0 n=0

Pro vypocet funkce matice A samoziejmé pouZzijeme vyjddieni po-
moci fady, aneb f(A4) = Y oo  a,A™, obdobné pro g(A). Za A
dosadime CDC~! a dostaneme

f(A) = f(CDC™) = an(CDC™)" =

n=0

=Y a,CD"C™' =Cf(D)C".
n=0

Obdobné pro funkci g(z). Prozkoumejme jak vypadd f(D). Samo-
ziejmeé je

S e\t .. 0 fO) 0 ... 0

n=0 0 f A 0

F(D) = Do =1 (:2) L
0 Z_:Oan)\ﬁl 0 0 ... f(dm)

pro g(D) dospéjeme k obdobnému vysledku, pouze na diagondle
bude misto funkce f();) funkce g (}\;). Ovsem podle pfedpokladi
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je f(N\) = g(A\;) (pfipomenime, ze na diagondle matice D jsou
vlastni &isla A) a matice f(D) a g(D) jsou proto stejné. Je tedy
Cf(D)C~! = Cg(D)C~1, odkud f(A) = g(A).

Piedvedme si nyni vyuzit{ tohoto pozorovdni. Chceme spocist

\/Z,kde
6 2
A_(37).

Vlastni ¢isla této matice jsou A\; = 4, Ay = 9 a Jordanuv tvar je
proto nutné diagondlni. Funkce odmocnina (ozna¢me si ji f) mé na
spektru hodnoty f(A\1) = V4 = 2 a f(\2) = V9 = 3. Funkci g
nadefinujeme tak, aby v ni vystupovalo pouze ndsobeni a sCitdni,
C¢ili operace, které jsou na maticich pfirozené. Obecné se snazime,

tfeba prolozit pfimku body (A1, f(A1)) a (A2, f(A2)), odkud
1
o(z) = £ (2 46).

Potom skuteéné f(\1) = g(A1) a f(A2) = g(\2). Podle predchoziho
pak musi byt

1 1/12 2

coz je jeden z vysledku v piikladu 9.7. Ostatni vysledky bychom
dostali, pokud bychom polozili napfiklad f(9) = —3, f(4) = 2, atd.

Spoctéme si jesté sin A, kde

o~

Opét oznacime sin z jako f(z). Vlastni ¢isla matice A jsou A; =
A2 = T a hodnota funkce f na spektru je f(A\) =sin37 = 1v/2a
f(A2) =sinZ = 11/2. Fukce g, kterd se rovna funkci f na spektru
je v tomto ptipadé obzvlast jednoduchd g(z) = g, tudiz

Y2 0
sin A = éﬁ ,
2

a to je nase FeSeni piikladu 9.6 na pét radku. VP

INEYSIE
EFNE]
—

2

3
4™
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9.9 Napdal normalni, napil nilpotentni zobrazeni

Ukol: Najdéte vlastni vektory a vlastnf &isla zobrazeni d : y s y'
na prostoru V = L({sinz, cos z, z sin z, x cos z}). Najdéte Jordanovu
bazi prostoru V' vzhledem k zobrazeni d. M4a zobrazeni d néjaké in-
variantni podprostory? Je V rozlozitelny na invariantni podpros-
tory?

Reseni: Nemusime byt asi piflis zbéhli v linedrni algebie, abychom
uhodli, ze vlastni funkce d (s pfislusnymi vlastnimi &isly) budou

A =i: e®=cosz+isinz, M=—-1: e%=coszr—isinz.

At se ale budeme naméhat sebevic, dalsi vlastni &isla ani vlastni
funkce (az na nésobek téch jiz nalezenych) se ndm nepodafi najit.
Zkusme tedy k dloze pfistoupit systematicky linedrné (algebraicky).

V prostoru V si zvolime bézi B ze zadani (linedrni nezavislost
si zajemci oveéi{ sami). Zjistime, jak zobrazeni d pusobi na vektory
béze, a uréime matici d

sinz % (0,1,0,0) 0-11 0

cosz % (-1,0,0,0) d 1001
5=

zsinz % (1,0,0,1) 8 g (1)—01

zcosz % (0,1,-1,0)

Bystii tusi, ze budeme dale hledat vlastni Cisla a vlastni vektory této
matice. Charakteristicky polynom matice dg najdeme nejsnaze jako

det(dp — A1) = det (‘1’\ :/1\) det (‘1’\ j) = (A2 +1)2,
srovnejte s prikladem 9.5¢. Vlastni ¢isla jsou tedy skuteéné pouze +:.
Budeme se vénovat nejprve vlastnimu &islu A = 7. Zjistime, jaka je
dimenze kernelu matice dg —il: z Gaussovy eliminace provedené nize
(bez pravé strany) vidime, ze hodnost matice je tfi, a tedy dimenze
jddra pouze jedna. K ¢&islu A = ¢ tedy existuje jediny vlastni vektor
vi. Ten muzeme také nalézt pomoci nize uvedené Gaussovy elim-
inace, tentokrat se samymi nulami vpravo. Z poslednich tii fadku
matice na konci uprav plyne, ze posledni dvé slozky v; jsou nulové.
Prvni fadka tikd, ze si muzeme napiiklad druhou slozku zvolit, a
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zvolime-1i si ji rovnu jedné, vyjde vektor v = (i,1,0,0). Neboli
pravé vlastni funkce cosz + isinz = e'*. Viimnéte si, Ze zatimco
slozky vektoru v; zélezi na volbé béze, vlastni funkce zobrazeni d (a
samozfejmé i vlastni ¢islo) zistdvaji nezménény.

Déle vime, ze neni-li dimKer(dg — Al) rovno (aritmetické)
nasobnosti A, musi posloupnost dim Ker (dg — A1), dimKer (dp —
A1)?2,... (ostie) rist, dokud této ndsobnosti nedosdhne. Odpovidajici
podprostor (kdy se rist zastavi) se nazyva kofenovy podprostor,
a (linedrni obal) sjednoceni téchto kofenovych podprostori pro
vSechna vlastni Cisla je cely prostor.

V nasem piipadé tedy musf byt dim Ker (dg — A\1)? = 2 a stejné
tak i dim Ker (dg —A1)* s k > 2 (z4jemci mohou opét ovéiit). Zajima
nés béaze téchto (totoznych?®) prostori.

Jelikoz jsme jiz nasli vy € Ker(dp — A1) a hleddme dalsi vek-
tor z Ker (dp — A1), staci’® najit fesen{ rovnice (dp — il)ve = v;.
Potlacime mirné nechutenstvi a s gustem se pustime do Gaussovy
eliminace (na zpusob piikladu 1.1)

—i-11 0 i\
L 0 1 1) F@r0-@
0 0 —i —110 —
0 0 1 —il0
i-11 o0 i+(2)+(3)—(3)
0 0 1 i loi) @-@-@
0 0 —i—11]0 —
00 1 —i|0
—i—11 0 | i
0 01 i |2
0 00 —2|-2
0 0 0 —2 | -2

Reseni této rovnice je opét nekonecné mnoho, vidime, ze maji tvar
Vo = (0,0,i, ].) +avi, a € C.

48Pogzor, neifkdme, ze (dp — A1)2 = (dg — A1)3. Pouze jadra téchto matic se
shoduji.

49Jin4 moznost by byla spoéitat matici (dg — A1)2 — bud umocnénim jiz
znadmé matice dp — A1, anebo jednoduSe uréenim pusobeni této matice na bdzové
funkce B — najit feSenf (dg — A1)2v2 = 0 a dopotitat Vi = (dg — A1) Va.
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Dospivame k zajimavému zavéru. Jordanovu bazi pfislusnou
k vlastnimu &islu 4 tvoii tedy funkce z e a e® (misto z e'® lze brat
i ze'® +ae'® s libovolnym o € C). Ted uréité uhodneme, jaka bude
situace u druhého vlastniho &isla, a muzeme pusobeni operdtoru d
na V popsat tabulkou

4 geie 97 giz il g
: i1y dtil
HE -ie X 0,

zeiw ¢
kterad je zobecnénim spektrdlniho rozkladu; o ném se mluvi u dia-
gonalizovatelnych operdtori: tam obsahuje kazdy fadek (Fetizek)
tohoto schématu jediny vektor. Jinak fefeno, v Jordanové bazi
J = {e®® xet® e~ g e~} m4 zobrazeni d matici
110 0
0: 0 O
=100 i1
00 0 —i
Tato matice je blokové diagondlni, a tedy vektory pfislusné jed-
notlivym bloktim odpovidaji invariantnim podprostorim, na které lze
rozlozit V. Zaveér je: V, = L({xe®® e*}) a V_ = L({ze ®, e %}
jsou invariantni podprostory a V; @ V_ = V. Vsimnéte si, ze i u ma-
tice dg byl diky nulovému bloku vlevo dole vidét jeden invariantni
podprostor, a to Vy = L({sinz, cosz}), neboli f € Vy = df € V.
Na zavér si jen pro ujasnéni pojmu uvédomte, ze zobrazeni d — il
je na prostoru V. nilpotentni, a to stupné dva (tedy (d —i1)? je na
V, identicky nulové zobrazeni). prostoru funkcitypu P(z)cosnz +
Q(z)sinnz. *KV

9.10 Jak pocitat charakteristicky polynom matice
3 x 3 pomoci jejich invariantt

Ukol: Budiz déna matice 3 x 3
a11 a12 a13

A= az ax ax |,
asi1 as2 as3s
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presvédcete se primym vypoctem, zZe koeficienty charakteristického
polynomu (det (A — A1) jako polynomu v proménné \) lIze vyjadrit
pomoci vyrazi Tr A, det A a Tr A2 a ze jsou tedy nezdvislé na volbé
souradné soustavy. Najdéte vztah mezi Tr A, det A, Tr A? a vlastnimi
Cisly matice A.

Reseni: Pouzijeme multilinearitu determinantu jako zobrazeni, kte-
ré tfem vektortim z R? piifadi determinant matice, do jejichz sloupcii
zapiseme tyto vektory.

a1 — A a2 a13
det (A — )\]].) = az1 ago — A a3 =
a31 azz a3z — A
a1 a2 a3 - a1 a13
=|a2 a2 —A a3 |+| 0 ax—A a3
az;  azz a3z — A 0 azx az—A

Stejnym zptusobem pokraujeme, dokud to jde, a nakonec dostaneme

a1l a12 G13 —A a2 a3
det (A— A1) =|a21 a2 a3 |+ | 0 az a3 |+
as1 a3z 433 0 a3z asz
a;ir 0 ag3 aip a;2 0 =X 0 a3
+ a1 —Aagz|+|a a2 0 [+] 0 —Aa|+
a1 0 ass as1 asz2 —A 0 0 a3
- ai2 0 ail 0 0 -2 0 0
+1 0 a2 0 |+]azgr =X 0|4+ 0 =X 0 |=
0 asa —A asil 0 =X 0 0 —AX

= -2+ A\ (ay; + age +as3) —

a11 ai2
a21 a22

ai1 @13
a31 @33

a22 23
a32 ass

a21 G22 G423

) a11 @12 a3
as1 as2 ass

A (
Viimnéte si, ze koeficient u A* je soucet hlavnich minori typu

(3 — k) x (3 — k) opatieny znaménkem (—1)*. Takovy hlavni mi-
nor je determinant matice, kterd vznikne z A vynechdnim libovolné
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k-tice fadku a stejné k-tice sloupcu. Toto pravidlo lze dokdzat pro
charakteristické polynomy libovolné matice n X n.

Abychom dostali jasnou interpretaci (rozuméj vhodné oznaceni,
které nezabird tolik mista) vSech ¢leni v odvozeném vztahu, spo-
¢itdme si Tr A? a sestavime vyraz 1 ((Tr A)? — Tr(A?)). Vysledkem
navrzenych vypoctu by mélo byt zjisténi, ze uvazovany vyraz se
stopami je (az na znaménko) koeficientem u prvni mocniny A. Mdme
proto

det (A— A1) = A3+ A2Tr A — AL ((Tr A)* — Tr(A2)) +det A.

Tento vzorec je obzvlasté vyhodny pro symetrické matice, u kterych
je Tr(A%) rovno souctu kvadratii vsech elementdi matice A.
U obecnych matic je Tr(A?%) = 3°,; aijaji.

Invariance koeficientti charakteristického polynomu (pouzivéa se
pro né také nazev invarianty matice) je jednoduchym disledkem
pravé odvozeného vzorce. Koeficienty jsou tvofeny vyrazy Tr A,
Tr A? a det A, které jsou stejné pro podobné matice (pfipomeiite
si cykli¢nost stopy, vétu o determinantu soucinu a rozmyslete si, ze
je-li A~ B pak také A% ~ B?).

Jesté nam zbyva zjistit jaky je vztah mezi koeficienty charakter-
istického polynomu a vlastnimi &isly matice A. Vlastni ¢isla matice
A jsou koreny charakteristického polynomu. Pro algebraické rovnice
plati tzv. Viétovy vzorce, které popisuji vztahy mezi koeficienty a
koteny rovnice. Pro koteny z,...,z, roviice

"+ ap_12" a1z +ag=0
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plati

n
E Ti=Zi+T2+ -+ Ty = —Gn_1
i=1
n
E T;T; = T1T2 + 123+ -+ Tp1Tn = Gp-2
i,=1
i<j
n
E T;TjTk = T1T2X3 + T1X2Tg + ** + Tpn—2Tn—1Tn = —Ap-3
i,j k=1
i<j<k
n
— — n
E TiyTiy - Tj, = T1T2T3 ... T, = (—1)"ap

V nasem piipadé je proto
AM+A+A3=TrA
Az + Az + Aoz = 1 ((Tr4)® — Tr(42))
A1A2A3 = det 4,

kde A; jsou kofeny charakteristického polynomu (vlastni &isla ma-
tice A). Nalezli jsme tedy vztah mezi vlastnimi ¢isly, stopou, stopou
druhé mocniny a determinantem. *xVP

9.11 Jednorozmérny model krystalu

Ukol: Méjme soustavu N stejnych kulicek, kazda o hmotnosti m,
navzajem pospojovanych pruzinkami o stejné tuhosti k tak, ze tvori
jakysi retizek. Krajni kulicky jsou stejnymi pruzinkami pripoutany
k pevnym sténdm. PFi vychyleni nékteré kulicky z rovnovahy (ve
sméru podél fetizku, vSe bereme jednorozmérné) na ni budou
sousedni dvé piisobit silami, které se ji budou snazit vratit zpét
do rovnovahy. Je-li x,, vychylka n-té kulicky, bude se cely systém
fidit soustavou pohybovych rovnic®® (nefyzici necht si predstavuji

50Jist& vidite, jak jsme tyto rovnice zfskali: na i—tou kulitku (kterd neni na
kraji) pisobi sousedni kuli€ky celkovou silou imérnou délce pruziny, tedy m; =
F=—k(z; —zi—1) — k(zi — ©ig1).

178



jl 92(.7}2 — 2:(}1)
jg = 92(.7}3 — 2Z‘2 + 1'1)

Q(zn — 2zN 1+ TN _2)

IN-1
iy = Q*(—2zn +2TN_1)

TN

kde Q% = k/m. Z prvnf a posledni rovnice miizeme vyéist okrajové
podminky: prvni a N-ta kulicka jsou pruZinkou spojeny s pevnymi
body (jako by bylo zg = zn4+1 = 0).

Pokud si vzpomenete, jak lze druhou derivaci priblizné vypocitat
pomoci diferenci, jisté vds nepfekvapi, Ze vinova rovnice (pro podélné
viny) v elastickém prostiedi m4 tvar

Px 0%

a2~ ¢ 92

(z je vychylka a z je soufadnice). Interpretujeme-li vhodné éleny
v nasf soustavé rovnic, miizeme dokonce ziskat vyjadreni pro rychlost
viny ¢ pomoci materidlovych konstant (proved'te).

Vasim iikolem bude najit takova feSeni nasi soustavy rovnic, pri
nichz vSechny kuli¢ky kmitaji se stejnou frekvenci, a uréit tyto vlastni
frekvence.

Reseni: Soustavu zapiSeme do maticového tvaru

X=—Mx, (61)
kde
2 -10 ...0
-1 2 -1...0
M=02| 0 -12...0
0 0 0 ...2
Kdy# si vzpomeneme na rovnici pro jednoduché kmity & = —w?z,

budeme hledat vlastnf &fsla této matice ve tvaru A = w2, kde w
jsou pravé vlastni frekvence kmitu soustavy. Presnéji feceno: feseni
(61) lze formdlné napsat jako x(t) = exp(iv Mt)xy, a tedy budou
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vlastni kmity mfizky odpovidat vlastnim vektorum M a frekvence

téchto kmiti budou odmocniny z pfislusnych vlastnich &isel. Pokud

je pocatetni podminka rovna vi, coz je vlastni vektor s vlastnim

&islem Ap, bude pohyb mifzky popsén x(t) = etV 1t vy, coi je stojaté

vinén{ (vektor v; je v Case konstantni) s frekvenci y/A;. Komplexn{

Cisla z x(t) odstranime podobné jako v piikladu 7.5.
Charakteristickd rovnice pro nas systém je

202 —w? 0% ... 0
-0 202 - w? ... 0
det M, =0, kde M, =
0 0 el 202 — W2
Budeme-li ted hledat vlastni frekvence ve tvaru w = 2Qsin g,
prejde charakteristickd rovnice (az na konstantu) na tvar

2cos2¢ -1 0 0
-1 2cos2¢ -1 ... 0
Dy = 0 —1 2cos2p ... 0 =0.
0 0 0 ... 2cos2p

Zde si bud vzpomeneme na ptiklad 8.2, kde staéi polozit a@ =
—e?% 3 = —e~2% (zvladli bychom to ale i bez tohoto pifkladu, viz
piiklad 6 z ivodu kapitoly 8), nebo jesté jednou dokdzeme indukci,
ze
_ sin2(N +1)p

D
N sin 2¢

(62)

Pro N =1 je to zfejmé, pro N = 2 to da jenom trochu poéitani,
a dale pouzijeme rekurentni formuli, kterou ziskdme rozvojem Dy
podle prvniho sloupce:

Dy =2Dy_1cos¢ — Dy_s.
Z (62) konetné dostaneme vlastni frekvence jako

g

m, ]:1,,N (63)

w; = 2{2sin
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Pokud si fikate, Ze na tohle se pfece da pfijit, jenom kdyz vite
dopfedu, jak to vyjde, snad vés napadne, ze by vysledek (63) mél
jit také spocitat néjak jinak. Mate samoziejmé pravdu. Fyzikalni in-
tuice a analogie s vlnou ve spojitém prostfedi (nefyzikim asi tohle
fesen{ bude pfipadat jesté vic ,,spadlé z nebe”) ndm napovi, ze by
vychylky xx mohly byt také tvaru ,,viny”

T = ei(qk*wt), (64)

kde ¢ je zatim nespecifikovany parametr (vlnovy vektor; pozor, k je
tady index od zg, tedy prostorové soufadnice). Dosazenim tohoto

vyjadfeni do nasi pivodn{ soustavy rovnic d4 (pro k = 2,..., N —1)
2 _ 02 _ . qk

—w® = Q*(2cos(gk) — 2) = w = 2Qsin o (65)

Nakonec si jeSté fekneme, ze vSechny rovnice (véetné k = 1,N)

budou vypadat naprosto stejné, kdyz formalné polozime xy, =
0,zn+1 = 0 (fyzikélné: prvni a posledni kulicka je pruzinkou spojena
se zdi). Aby toto mohlo byt splnéno pro vSechny ¢asy, musi v (64)
byt
g(N+1)=mm,

kde m je celé. Ale dosazeni tohoto do (65) d4 vysledek ekvivalentni
vysledku piedchozimu, a navic jsme jesté nasli pfimo vlastni vektory
matice M (dopoéitejte). *TB
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10 Grupy matic a otcu

10.1 Jak zatoéit s maticemi v R?
Ukol:

1. Uréete matici otoceni okolo poéatku o tihel ¢ v R?. Najdéte
Jjeji vlastni ¢isla a vlastni vektory. Vyndsobenim dvou takovych
matic ovérte, ze tyto matice tvori grupu. Ukazte, Ze je to pravé
SO(2), grupa vsech ortogondlnich matic 2 x 2 s jednotkovym
determinantem.

2. Napiste matice otodeni v R? okolo souradnych os.

3. Vysvétlete, pro¢ je mnozina ortogonalnich unimoduldrnich
matic 3 x 3 totéZ, co mnozina vSech matic otoceni v R3.

4. Pro zadanou matici A € SO(3) urcete osu rotace a tihel otoceni.

Reseni: 1. Nejprve se musime pfesvédcit, ze otoceni R, okolo
pocétku v R? je linedrnf zobrazenf R?2 — R2? (a tedy ze je vibec
mozné jej popsat pomoci matice). Je ale zfejmé, ze (1) vyjde naste-
jno vektor nejprve otoCit a pak nasobit ¢islem A € R nebo nejprve jej
nésobit a pak teprve otocit; stejné tak (2) je R,(v+u) = Ryov+ Ry u.

Obecné linearni zobrazeni f z R® kamkoliv je plné popsano n hod-
notami f(v1), ..., f(vs), kde v1,. .., v, mohou byt libovolné linedrné
nezdvislé vektory (bdze R™). V naSem piipadé si zvolime vektory
vi = (1,0)T a vo = (0,1)7.

Pfi rotaci o thel ¢ proti sméru hodinovych rucicek se tyto vektory
zobrazi nasledovné

1 , [cos¥ , 0 o (TSP
0 sin ¢ 1 cos ¢
Chceme-li, aby ndsobenim (1,0)7 matici A, vznikl vektor (cos e,

sin )7, musime napsat do prvniho sloupce A, pravé (cos ¢, sin ).
Podobné to udéldme s (0,1)” a dostaneme vysledek

A, = (cos<p —sm<p> . (66)

sinyp cosy
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Uvazujme nyni matici A, jako zobrazeni C2 — CZ?. Vlastni &isla
této matice spocitdme jako koteny charakteristického polynomu
det(A, — A1). Uvedme jen vysledek spolu s vlastnimi vektory

A = €% <1.), Ao = e . (1)
—1 1

Jelikoz je matice A, nesymetrickd, mohla skute¢né vyjit néktera
vlastni ¢isla komplexni. Protoze je ale matice A, realnd, je mozné
vSechna komplexni vlastni &isla sdruzit do komplexné sdruzenych
péru a jim odpovidajici vlastni vektory jsou pak také komplexné
sdruzené: presné, jak ndm to vyslo.

Ze nebude existovat redlné vlastni &islo (pro ¢ # km, k € Z), jsme
mohli také uhodnout predem. V roviné R? totiz neexistuje vektor,
ktery by pfi rotaci o jiny thel nez celoCiselny nasobek « zachovaval
SImer.

Nyni ukdZeme, Ze ndsobenim matic A, a A, vznikne matice A, ,
(neboli ze piifazeni matice A, rotaci o ¢ je homomorfizmus). Ma-
tice lze pfimo vynasobit a pouzit vzorce pro sinus a kosinus souctu
dvou dhli. My to ale provedeme pomoci diagonalniho tvaru matic
(uvazujeme rotace o ¢ a g)

cosp —sing cosg —sing\
sing cosg sinpg cosg |
o ei‘P 0 _1 eig 0 1 _
o L )ee(g e

B eiv eie 1 eilp+e) 0 1
_C<0 ew)(o eia>c :C< 0 e ilete) ¢ =

(g ey, o= (41).

Dopliime, ze mezi maticemi A, ¢ € (0;27) tvaru (66) je i jednotkova
matice a zarovei, ze ke kazdé matici A, existuje i jeji inverze A_,,
kterd je téz tvaru (66). Tyto matice tedy tvoii grupu.

Snadno se také muzeme presvédéit, ze vSechny (redlné) orto-
gondlni matice®® 2 x 2 s determinantem jedna maji tvar A,. Jedna

51Matice spliaujici ATA = 1.
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moznost je prosté fesit soustavu

ab ac abl)
(c d)(b d)_]l’ det(c d>_1

vevs

znamend: sloupce A jsou navzdjem kolmé vektory délky jedna. Za

prvnf sloupec tedy zvolime obecny vektor délky jedna (cos ¢, sin )T

a druhy sloupec pak muze byt uz pouze =(—sinp,cosp)T.

Z podminky det A = 1 plyne, ze musime zvolit znaménko plus.
Muzeme tedy shrnout

SO(2) = {4y, ¢ € (0;2m)}.

2. Rotace R7' kolem osy z; v R3 neni nic jiného nez rotace
v roviné zpzs kolem pocatku. Pii takové rotaci se R3® rozpadd
na direktni soucet dvou podprostoru V; = L((l,O, 0)) a Vo3 =
£({(0,1,0),(0,0,1)}), na nichz pisobi rotace oddélené (coz zapisu-
jeme jako R3 = V; @ Va3). Jinak feceno plati

V1€V1, vy € Vo3 = R:lvleVl, R$1V2€‘/23.

Rikame, 7e R3 je viéi linedrnimu zobrazeni R rozlozitelny na in-
varianini podprostory RZ'. Matice rotace A7' bude mit tedy blokové
diagondlnt tvar a bloky budou odpovidat pusobeni Rffal na Vi a Vas.
Pusobeni na Vag jiz zndme (vztah 66) a pusobeni na V; je jednoduché:
pii rotaci Rg! zistdvaji vektory z V1 nezménény. Proto je

1 0 0
A7 =10 cosp —sing | . (67)
0 sinp cos¢

Matice rotaci okolo os z2 a x3 dostaneme pii cyklické zdméné
soutradnic x1, T2, T3

cosp 0 —singp cosp —sing 0
Ay = 0 1 o0 , A= |sinp cosp 0] . (68)
sing 0 cosgp 0 0 1
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3. Klicové je védét, ze ortogondlni matice 3 x 3 s jednotkovym
determinantem, tedy matice z SO(3), zachovéavaji (slozkovy) skaldrni
soucin

Ax-Ay=ATAx-y=x-y.
Dusledkem pak je, ze se zachovdvaji i délky vektort: |Ax] =
VAx-Ax = y/x-x = |x|. Potom ovéem musi byt vSechna vlastni
¢isla A v absolutni hodnoté rovna jedné.

Jelikoz je stupen charakteristického polynomu matice A tfi a
souéin jeho kofenu je roven det A = 1, zbyva pouze mozZnost, Ze
jsou jeho vlastni &isla 1,e!?,e . Matice A je tedy podobnd matici
diag(1, e, e %) a tato matice je zase podobnéa matici (67), neboli
matici rotace kolem osy z. Podobnost téchto matic pak znamena, ze
existuje baze, v niz je zobrazeni Ax — x rotaci kolem osy z.

4. Nésobky vlastniho vektoru pfislusného vlastnimu ¢éislu jedna jsou
jediné vektory, které zustanou pusobenim matice nezménény: definuji
proto osu rotace. Matice A je kromé toho podobnd matici (67), jeji
vlastni é&isla jsou tedy 1, €', e~ . Stopa A je tedy

TrA=A+A+A3=1+2cosp.

I

Pro libovolnou matici A € SO(3) uréime tudiz thel rotace ze vztahu

TrA-1
g = cosp.

*KV

10.2 Matice otoéeni v R3

Ukol: Budeme se zabyvat vlastnimi otocenimi v R3 (témi, jejichz
determinant je jedna®?).

a) V kanonické bazi R® najdéte matici otoceni o tihel T kolem osy
dané jednotkovym vektorem u = (u,ua,uz)T

b) Ukazte, ze kazdé vlastni otocCeni lze slozit ze tii ,,ele-
mentdrnich” otoceni, napiiklad (v tomto poradi) kolem osy z,
T a opét z.

52Nevlastni otogeni jsou otoeni spojend se zrcadlenim.
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¢) Najdéte vztah mezi iihlem T a tihly elementdrnich otoceni, ze
kterych bylo dané otoceni sloZeno.

Reéeni/:\ Na zacatek timluva: rotaci o thel ¢ kolem osy o budeme
znatit Ro(p), a jeji matici vici kanonické bazi Ro(p).

a) Chceme-li otocit vektor x, véimneme si nejprve, ze se méni jen
jeho slozka kolma k ose rotace, tj.

X, =x—u(x-u).

Vsimnéte si, ze rozklad x = x; + x|, x| = u(x-u) € L(u), x,. € V.
Ize provést pro kazdy vektor x a je vzdy jednoznaény. To je presné
situace, kterou méme na mysli, pokud piseme R® = L(u)®V . Jelikoz
jsou navic pfi zadaném skaldrnim souéinu prostory £(u) a V| na sebe
kolmé (kazdy vektor L£(u) je kolmy na kazdy vektor V| ), nazyvéme
V. ortogondinim dopliikem L(u).

Vratme se ale k otocenim v R?. Zavedeme jesté vektor v = ux x|,
ktery je kolmy na xi u a ma stejnou velikost jako x| (nemdte-li radi
symbol x, pak prosté ve slozkach v; = €;jxu;(x1)k; symbol €5 je
vysvétlen v piikladu 6.1b). Rotaci v roviné definované vektory x, a
v pak vyjadiime

Ry(T)xy = xLcosT+vsinT,

viz pifklad 10.1. Znovu si vzpomeneme, 7e Ry neméni x|. Po mirné
upravé (ux x = u x x, ) dostaneme vysledek

Ry(r)x= Ry(r) (x| +x1) = u(x-u) +[x—u(x- u)] cos 7+ (u x x) sin 7.

Vidime, Ze toto zobrazenf je linedrni. Samoziejmé to lze odpozorovat
i z geometrické definice otaceni: napiiklad je jedno, zda dva vek-
tory napiiklad (stejné) otolime a pak seCteme, nebo zda je nejprve
secteme a pak otocime.

Matice zobrazen{ Ry pak bude (alespon zkontrolujte, pro zkracen{
piSeme sinT = s, cosT = c)

w(l—c)+c uiua(l —c)—uss uiuz(l —c) + uzs

Ry(t)=| wiua(l —c) +uss u3(l—c)+c wugus(l—c)—us
uiuz(l — ¢) — ugs uguz(l —c) +urs  ui(l—c)+c
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Matice vektorového soucinu se pocitda v piikladu 6.4, projektory na
podprostory (x) najdete v piikladu 6.3.

b) Ozna¢me z', y', 2’ pfimky, na které se pfi rotaci R zobrazi
soufadnicové osy a p prisecnici rovin zy a z'y’ (piipad, kdy tyto
roviny splyvaji, je trividlni), viz obrézek 15. V prvni fdzi provedeme
otoceni kolem osy z o takovy thel ¢, Ze osa & se zobrazi na piimku
p (chceme-li, aby byly tyto dhly urceny jednoznalné, musime se
omezit na vhodny interval; oto¢eni potom musime provést tak, aby
pti ném kladnd poloosa z ptesla na piislusnou polopfimku na piimce
p; cheete-li, promyslete). Potom oto¢ime kolem nové osy z, tj. pfimky
p o takovy dhel ¥, aby osa z pfesla do pozadované polohy 2’ (to lze,
nebotf osa 2z’ je kolmd k roviné z'y’, tedy i k pifmce p). Nakonec
priddme otoceni kolem nové osy 2’ o takovy thel o, aby piimka p
presla na osu z'. Existuji tedy Eulerovy thly @1, ¥ a @9 takové, zZe

Ru(r) = R (02) Ry(9) R (1) (69)

Ale otoceni kolem os p i 2’ muZzeme dostat pomoci otoceni kolem os
z a z (je to celkem ndzorné — snad) jako

~ ~ ~ ~

ARp(ﬁ) = Ri(<p1)§z(l9)Rz_Al(s01), R R L
R./(p2) = (Rp(9)R.(p1)) R=(p2) (Rp(9)R=(01))

V prvém piipadé nejdiiv pretoéime piimku p do osy x, kolem které
provedeme piislu§nou rotaci, naez ji zase vratime zpatky na p, ve
druhém piipadé je to podobné, jen o krok delsi.

Kdyz toto dosadime do (69), dostaneme

R\U(T) = ﬁz(‘ﬁl)ﬁz(ﬁ)ﬁz(‘pﬂa (70)

tedy stejnou rotaci dostaneme také tak, ze slozime otoceni o stejné
dhly, ale kolem puvodnich os a v opa¢ném pofadi!

c) Podobné jako v bodé a) znatme pro zkrdceni goniometrické
funkce od 1hla ¢4, p2 a ¥ po fadé c1, s1, c2, 2, C, S. Podle (70) stadi
mezi sebou prondsobit t¥i matice odpovidajici elementarnim rotacim
(viz pfiklad 10.1). Matice vysledného otoceni bude

C1Cy — 81520 —C189 — 02810 815
Ru(T) = | sicp + 52¢1C —s1892 +c1¢2C —c1 S (71)
SQS CQS C
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Obrazek 15: Eulerovy thly, pomoci nichz je definovano libovolné
otoceni v R3. Pfedstavme si, Ze je na osy z, y polozen disk (je
vyznalen ¢irkované). Nejprve otdc¢ime o ¢; kolem osy z tak, aby
osa z presla do p (pruseénice rovin zy a z'y’). Pak skldpime rovinu
zy (disk) kolem p (v té chvili to je osa x) o dhel 9, takze osa z ptejde

do koneéné polohy z’. Nakonec otd¢ime podle této nové osy 2’ o pa,
¢imz dostaneme osy x a y do spravné polohy.

Chceme-li zjistit ihel otoceni, které popisuje tato matice, nemusime
ji srovndvat s matici Ry(7), kterou jsme spocitali v bodé a. Staéf si
vzpomenout, Ze stopa matice otoceni o thel 7 ale je 1 4+ 2cos7 (viz
piiklad 10.1). Srovndnim se stopou matice (71) dostaneme

9 9
cos T = cos> 3 cos(p1 + @3) — sin? 5

nebo také po uUpraveé
cos - = cos v cos prtee
2 2 2
*TB
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10.3 Grupa Lorentzovych transformaci

Ukol: Charakterizujte linedrni transformace na prostoru R* (pro
jednoduchost hovoime o jejich maticich), které zachovdvaji formu
o(x) = 22 — 22 — 2% — 2, tedy transformace A, pro které p(Azx) =
¢(A). Uvazujeme pouze kartézské souradnice; s oznadenim x4 = ct se
jedna o normu ¢tyfvektoru x, pouzivanou ve specialni teorii relativity.

Speciilné dokazte, ze

a) vsechny transformace s touto vlastnosti tvoii grupu — znac¢ime
Jji GLor a nazyva se Lorentzova grupa (a jeji prvky jsou Loren-
tzovy transformace, o nichz jesté dost uslysite).

b) matice Lorentzovych transformaci A € Gro, spliuji podminky
|det A| = 1, |A44| 2 1.

¢) specidlni Lorentzovy transformace, tj. ty A € Gror, pro néz
det A =1, Ay > 1, tvorf podgrupu Gror; znacime ji G; .

ReSeni: Zavedeme-li v R? standardn{ skaldrni soucin (x-y) =
4 1
> k—1 ZTkYk a oznacime-li

-1 0 00

0 -100
I-= 0 0 -10]})"

0 0 01

muzeme normu Ctyfvektoru zapsat jako

() = (I_x-x).

Pozadavek invariance formy ¢ vzhledem k transformacim A, tj.
©(x) = p(Ax), upravime nasledujicim zptusobem:

o(x) = (I_x-x) = p(Ax) = (I_Ax- Ax) = (ATT_Ax-x).
Odtud dostaneme nutnou a posta¢ujici podminku na matici A, aby

patfila do Gro,:
A€GrL, & ATI_A=1_. (72)
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a) To, ze vSechny Lorentzovy transformace tvofi grupu, plyne
okamzité z podminky (72); pfedvedeme zde napf. dukaz uzavienosti
vuéi ndsobeni:

A,B € Gror = (AB)TT_AB=BTATI_AB=BTI_.B=1_.
Jednotkovd matice 1 patif do G, evidentné a ke kazdé A € Gro
je v Gror také matice A=1 (jeji# existence je zaruéena bodem b).

b) Z (72) plyne okamzité |det A| = 1. Nechdme nyni matici A
piisobit na vektor x = (0,0,0,1)T, pro ktery je ¢(x) = 1. Vyjde
Ax = (Ayg, Agg, Azq, Asq)T, a z 9(Ax) = 1 pak plyne

3
A =14) A% >1,
k=1

jak jsme chtéli.

Dokézeme jesté dalsi fakt, ktery budeme potiebovat, a to uzavie-
nost Gyp,o; viéi transpozici matice. Necht tedy A € Gro,. Provedeme
sekvenci jednoduchych tdprav (IZ = 1)

ATT A=1 =T ATI AA'=1’A"1=4"1=>

>T ATT = A= AT ATT =1=AI A" =1,
tedy také AT € Gro;.
c) Ztejmé je 1 € G . Necht A, B € Gf_ . Plat{

3

(BA)as = BuAss + Y BarAga. (73)
k=1

Z bodu b) a faktu BT € Gr,, ale plyne
3 3
A4214:1+ZA247 324:1"'2321@
k=1 k=1

a Cauchy-Schwarzova nerovnost (dukaz viz v pifkladu 5.4) ndm k4
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3
Z By Aga
k=1

() () -

V4% — 1y/B3 — 1< AuBu.

Porovnanim s (73) dostaneme (BA)44 > 0, ale protoze uz vime,
7e obecné je |(BA)s| > 1, je uzavienost Gj . vii¢i ndsobeni matic
dokdzéna (to, ze determinant zustava 1, je ovSem trividln{). Jednodu-
chou modifikaci tohoto postupu rovnéz dokazeme, ze ke kazdé A €
Gﬁor je také A™! € Gﬁor. Vsimnéme si, ze Gro; je tedy nesouvisla.

*TB

10.4 Reprezentace

Ukol: Naleznéte alespoii dvé jednorozmérné a jednu dvourozmérnou
reprezentaci grupy Ss, tedy grupy permutaci tfiprvkové mnoziny.

Reseni: Pripomenme definici reprezentace.

Reprezentace grupy G je morfizmus @, ktery prvkum G pfifazuje
linedrni zobrazeni na néjakém vektorovém prostoru V. Dimenzi
reprezentace rozumime dimenzi V. Morfizmus je zobrazeni, které za-
chovdva grupovou operaci, tedy ¢(ab) = ¢(a)p(b) pro Va,b € G a
déle p(1) = 1. Jinak feCeno: n—dimenzionalni reprezentace grupy je
takové prifazeni matice n X n ke kazdému prvku grupy, pii kterém
nasobeni prvkia grupy odpovidd ndsobeni matic.

Dvé snadno odhalitelné jednorozmérné reprezentace obecné gru-
py Sy, jsou identita (kazdému prvku se pfifadi jednicka) a znaménko
permutace (7 € Sy, se pfifadi zn(m)).

Dvourozmérnd reprezentace se také piimo nabizi: Sz lze chapat
jako symetrie rovnostranného trojihelnika v R2. Trojihelnik umfs-
téme podle obrazku 16 a prvkum S3 pak pfitadime matice zobrazent,
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které odpovidaji témto symetriim

. . 10
identita: (0 1)
_ﬁ> <_
2
_1L 7\
2
10 1 _ 3 1 V3
zrcadleni : ( 0 1), _2ﬁ _i ) é _21 ’
2 2 2 2

Matice rotaci v R? jsme spoéitali v pifkladu 10.1. Matice zrcadlenf
lze ziskat pohodlné ze zrcadleni podle osy y (prvni matice v fadku
,zrcadleni”, oznacme ji Z,) jako Ao ZyA_,, kde A, je matice rotace
o o, a dosazujeme bud o = %77, nebo a = —%ﬂ' (tedy matice z Fadku
,;rotace”).

rotace o + 2T : <

|
N|§M\>—l
w
L
I )
SN——

Lze si samoziejmé polozit otdzku, jaké existuji jesté dalsi repre-
zentace grupy S3. Abychom mohli tuto otdzku zodpovédét, musime
se zminit o ekvivalentnich a reducibilnich reprezentacich.

Pokud jsou rq,72 dvé reprezentace G na V, které jsou svazany
podobnostni transformaci

ri(g) = era(9)¢ ', VgeG

pro néjaké pevné (bijektivni) zobrazeni ¢ : V — V', mluvime o ekvi-
valentnich reprezentacich. Takové reprezentace se tedy lisi jen tim,
ze ve V volime ruzné baze.

Je-li r reprezentace na V, a existuje-li ) £ V3 C V, Vi #V, pro
n&jz plati (r(g))vi € V4 pro kazdy prvek grupy g a kazdy vektor v; €
V1, potom reprezentaci r nazveme reducibilni. Ostatni reprezentace
nazyvame ireducibilni.

Lze ukézat, ze pokud u reprezentace kone¢né (pozor pro takovou
grupu {exp(tN)}, N nilpotentnito jiz neplatil) grupy existuje vyse
definovany invariantni podprostor Vi, pak lze rozlozit V na V; @ Vs,
kde také (r(g))va € V2 pro kazdy prvek grupy g a kazdy vektor
vo € V5. To znamend, ze lze r ,slozit” ze dvou reprezentaci nizsi
dimenze, které ptisobi na V; a V5: to znamend, ze lze zvolit bazi ve V
tak, ze viechny matice r(g), g € G budou blokové diagondlni (a bloky

192



Obréazek 16: Symetrie rovnostranného trojihelnika jako zobrazeni
R? — R? tvoif reprezentaci S3, grupy permutac{ mnoziny {1,2, 3}.

budou mit stejnou velikost i polohu; odpovidaji zobrazenim V; — V3
a Vo — Va, coz jsou také reprezentace). Ireducibilni reprezentace
jsou tedy jakési ,,zdkladni kameny” pro vytvareni vSech moznych
reprezentaci dané grupy®3.

Pii zjis€ovédni, zda jsme ji# nalezli viechny ireducibilni reprezen-
tace, ndm pomuze nésledujici véta.
Necht dy,...,d, jsou dimenze (fddy) vSech neekvivalentnich ire-
ducibilnich reprezentaci grupy G o #G prvcich. Pak

e +...+d2 =#G. (74)

Vidime tedy, ze diky 1+ 1+ 22 = 6 jiné ireducibilni reprezentace
S3 nez ty, co jsme jiz nalezli, neexistuji. Je ale potieba se presvédcit,
ze jsou tyto nalezené reprezentace skuteéné ireducibilni: dokazete
vysvétlit proc? *KV

53U koneénych grup (a nekoneénych kompaktnich grup) plati, ze kazdou
reprezentaci lze ,,posklddat” z ireducibilnich reprezentaci.
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11 Exponenciala se neboji

11.1 Dvouhladinovy systém aneb Hratky s matici
2x 2

Ukol: Jsou zadany matice

_ €1 0 o 0t o
wo-(50), v=(00). momev.

1. Srovnejte spektra a vlastni vektory matic Hy a H. U vlastnich
vektoru H predpoklddejte e1 = €.

2. Naleznéte feseni rovnic

. o T
Holy) = inid), 1Y) = inld) ke ) = (7)) (79
s poéétecni podminkou v obou pripadech |1)(0) = (1,0)T. Pro
jednoduchost polozte u druhé rovnice €1 = €2 = 0. Symbol h
oznacuje Planckovu konstantu.

3. Vysvétlete, co znamenaji fyzikalné vysledky predchozich dvou
bodi. Hamiltonidny Hy a H mohou odpovidat napriklad
systému na obr. 17.

Poznédmka k oznaceni: ¢asovou proménnou budeme oznacovat T,
derivacemi v bodé 2 médme na mysli |¢) = d|y)/dr.

Reseni: 1. Matice Hy je v diagonalnim tvaru, takze jeji vlastni Gisla
jsou pifmo e1, €2 a odpovidajici vlastn{ vektory jsou (1,0) a (0,1)7.

Hy : H:
€2,
o vn) © -
[¥r) W) =)~ =)
%) = (5 '

Obrézek 17: Systémy odpovidajici hamiltonidnim v piikladu 11.1.
Pfipominame, 7e t < 0.
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Vlastni ¢isla matice H jsou kofeny charakteristického polynomu
det(H — A1) = A2 — ATr H + det H (viz vztah 60 v piikladu 9.7 a
dalsich piikladech kapitoly 9)

2
M Aertea)terea—t2 =0, Ajg= 2 = jE\,/(El 2 52) + 2.

2 2
(76)
Pro €1 = €2 = € maji vlastni ¢isla obzvlasté jednoduchy tvar A2 =
€ £t. V tomto piipadé se ndm budou také snadno pocitat vlastni

vektory
Aeett: (i) Aee—t: <_11>

2. Reseni rovnice Av = ¥ s poéiteéni podminkou v(0) = vy je
v(T) = exp(AT)vp. Formdlné je tento vzorec stejny jako u skaldrnich
funkef (je-li ay = y', y(0) = o, pak y(7) = yo 7).

Spocitidme proto exponencidly obou matic. Funkce z diagondlnich
matic se poCitaji prosté tak, ze funkci pouzijeme pfimo na diagondlni
elementy, takze

1 _ (exp kTer 0 _ [eTrm
exp (ihTHO> = ( 0 exp #7’62 - 0 g iwaT |

kde jsme zavedli oznaceni €12 = huw, 2, které se tési mezi fyziky jisté
oblibé.

U matice H budeme mit trochu vice prace, ale diky vysledkim
bodu 1 ji také nebude mnoho. Vime, Ze pro e = €3 = € je

m= (1) =36 ) (3 (),

a proto (pfi oznaceni ¢ = hw, t = hw;, wy = w + w;)

11 1) (e 0 11
1oy =t { -
exp(iTH) = 3 (1 —1) ( 0 e“"—") (1 —1>

R coswyT —isinwT
—isinwyT COSwWyT
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Reseni rovnic 75 s pocateéni podminkou |¢) = (1,0)T je potom
(s ohledem na vzorec v(7) = exp(AT)vy) vzdy prvni sloupec expo-
nencidly piislusné matice.

Hy: |¢)(r) = e ™17 ((1)) , H: |¢>(T)=ei“T( P )

—1Sin Wyt

3. Ze staciondrni (beztasové) Schridingerovy rovnice

H[p) = E[y)

plyne, ze vlastni ¢isla hamiltonidnu uddvaji energie (spektrum),
které muzeme v systému popsaném timto hamiltonidnem naméfit.
Podobné vlastni vektory udavaji stavy, které témto energiim odpo-
vidaji.

Hamiltonidnem Hy muzeme tedy popsat napiiklad dvé oddélené
potencidlové jamy, které spolu nekomunikuji a ve kterych je vidy
jen jedna dostupnd energeticks hladina. Céstice se bud'to nachézi
v jémeé vlevo (|vr) = (1,0)T) a m4 energii €1, nebo v jdmé vpravo
(|¥r) = (0,1)T) a pak m4 energii €.

Pokud nés zajimé asovy vyvoj stavu |[¢)(1) = (¥1(7),¥=2(7))T,
kdy se Castice nachazi v ¢ase 7 = 0 v jamé vlevo, feSime Casovou
Schrodingerovu rovnici (75). V bodé 2 jsme to ucinili a vidime, ze pfi
této pocatetni podmince je pravdépodobnost vyskytu castice v jamé
vlevo, resp. vpravo rovna |[¢1(7)|? = 1 a |[p2(7)]? = 0, tedy v Case
konstantni.

Céstice muze byt také ve stavu, ktery je linedrni kombinaci
alvr) + BlvL), a,8 € C, pficemz |al? + |82 = 1, aby byl
tento stav normovan na jedni¢ku. I v tomto pfipadé ale zustane
pravdépodobnost vyskytu &astice v jamé vlevo |11 (7)|?, resp. vpravo
|2(T)|? v case konstantni (totiz |a|?, resp. |3|?).

Systém popsany hamiltonidnem H odpovidd napiiklad dvéma
jadmam, u nichz je nenulova pravdépodobnost, ze ¢astice v jedné jameé
preskoci do druhé jadmy (tunelovy jev). Vidime, Ze pro €; = &3 snimé
porucha® V degeneraci, tedy, ze dvojndsobné degenerovan hladina

54Toto oznateni pochézi z tiloh FeSenych tzv. poruchovym poctem, kde znime
vlastni &isla a vlastni vektory pouze u operdtoru Hp a hleddme je také pro H =
Ho + V. Vlastni vektory a vlastni ¢isla H zapiSeme ve tvaru fady v mocnindch
a a zajimdme se vétSinou pouze o linedrni a pfipadné kvadraticky &len: to je
pfijatelné pouze pokud je @ malé, a oV je tedy pouze slabd porucha k Hp.
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E = ¢ se rozstépi na dvé hladiny®® ¢ + t. Pifslusné vlastni stavy
jsou symetrickd vlnova funkce (1,1)T pro e + ¢t a antisymetrickd
vlnova funkce (1, —1)T pro € —t. Jelikoz je u redlnych systémi ¢ < 0,
je prvni zminénd vlnova funkce zdkladn{ stav systému (viz obrdzek
17). U dvouatomové molekuly by to byl vazebny orbital (zatimco
(1,-1)T by odpovidala antivazebnému orbitalu).

Co se tyce casového vyvoje, vidime, ze kdyz c¢astici vhodime
do jdmy vlevo, |1)(0) = (1,0)T, bude é&istice ,,preskakovat” mezi
jémami, nebot | (7)|? = cos? wT a |1y (7)[> = sin® w, .
Na zavér ucinime jesté dvé pozndmky. Rovnice

exp(Hr [ih)[(0)) = [¢(7))

nas opraviiuje nazyvat U(r) = exp(H7/ih) operdtorem &asového
vyvoje nebo také evoluénim operdtorem. Diky hermitovskosti H je
tento operdtor automaticky unitarni. Klidné se o tom presvédcte.

Konecné se mozna Ctendi pté, jak souvisi matice se ,,skute¢nou
kvantovou mechanikou”, v niz je stacionarni Schrédingerova rovnice
(pro jednorozmérny systém)

R* d?

 2mda?

+V(z)| ¢(z) = Ep(z).

Inu, ¢(z) vzdy volime z néjakého Hilbertova prostoru, coz je obvykle
nekoneénédimenziondlni (dplny) vektorovy prostor se skaldrnim
souéinem. Muze se ale také stit, ze je dimenze tohoto prostoru
koneénd (a nebo u¢inime né&jakou fyzikdlni aproximaci a omezime
se na podprostor kone¢né dimenze). Pak si ale lze v tomto prostoru
zvolit vhodnou bazi a vyjadfit operator v hranatych zdvorkach po-
moci matice. *KV

11.2 Soustava diferencidlnich rovnic s rezonanci

Ukol: Naleznéte obecné fesent nasledujici soustavy rovnic pro y; =
vi(z), i=1,2
/
Y1 =4 — 2
7
Yo = Y1+ 22 ()

55Formule (76) ukazuje, Ze i pro €1 # €2 porucha zplisobi, ze se hladiny od
sebe vzdali (]A1 — Az2| > |e1 — e2]).
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s pocateéni podminkou y(0) = (c1,c2)T.

Reseni: Nejdiive zavedeme ndsledujici oznaceni

() ()

V tomto oznacen{ muzeme soustavu zapsat ve tvaru y’ = Ay. Ma-
tice A je matice s konstantnimi koeficienty, a proto je feSeni soustavy
(bez potitetni podminky) jakykoliv vektor tvaru exp(Az)v. Pokud
méme jesté zadanou néjakou pocdteéni podminku typu y(0) = c
pak je feSenim soustavy vektor y = exp (Az) ¢, neboli vektor, ktery
ziskame aplikaci matice exp Az na vektor pocitecnich podminek c.
Asi ndm tedy nezbude nez najit matici exp(Az).

Jak na to? Matici A pfevedeme na Jordanuv tvar J4, a vyuzijeme
toho, ze plati exp(Az) = Cexp(Jaz) C~1, kde C je matice, kterd
transformuje slozky vektoru z Jordanovy do kanonické baze. Expo-
nencidlu matice J4 uz spoc¢teme snadnéji (viz vztah 78). Najdéme
tedy nejprve Jordanuv tvar matice A. Vlastn{ ¢isla matice A ziskdme
jako koreny charakteristické rovnice

4-x -1 2
det(A—A]l):det( 1 2_)\):(,\_3) .
Matice A mé dvojnésobné vlastnf ¢islo A 2 = 3. Protoze

dim Ker (A—3]1)=2—h(} j) =1,

existuje jen jeden®® vlastni vektor A. Bézi R? tedy z vlastnich
vektori A neposkldddme, a A tudiz neni diagonalizovatelna. Musi
pak ale nutné existovat fetézec délky dva a — b — 0, neboli
(A—31)a= b, (A—31)b =0 a a,b pak tvoif bdzi R?. Pro kon-
trolu se miizeme presvédcit, ze (A —31)? je nulové matice. Jordaniv

tvar tedy bude
31
Ja= (0 3) .

Jako vektor z Ker (A — 31)? zvolme napiiklad a = (1,0) a z toho
dostaneme b = (A —31)a = (1,1)T. Matice C, kterd transformuje

56Tim myslime, Ze prostor vlastnich vektort je jednorozmérny.
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A na Jordaniv tvar ma ve sloupcich vektory b, a (v tomto pofadi),
a tedy podle Cihdkova pravidla (38 v pfikladu 6.5)

(11 4 (01
=(1a) e=(1h)

Piesvédéte se, ze skuteéné J4, = C~1AC.
Exponenciadla potom musi byt

exp(Az) = exp (CJ4zC™") = Cexp (Jaz)C~' =

— Cexp [(g :1,)):0] C ' =Cexp [(g g)z—i- (g é)x] c(18)

Zde muzeme vyuzit pravidla o exponencidle souttu exp(A + B) =
exp Aexp B, protoze obé matice v exponencidle spolu komutuji
(prvni matice je ndsobek 1). To ndm umozni upravit vySeuvedenou
rovnici na

oot = o (30) ] e (1) ] .

kde snadno vypocteme obé pozadované exponencidly. Je totiz
3z 0 e 0
“PRlo3z) T 0 &)
0z 1/0cz 1z
exP(oo) _“ﬂ(oo)“}_(m)'

Koneéné pro exponencidlu A dostaneme

63::: + :1:6393 _$e3z
xe e3% — ged®

exp(Az) = ( 3z 3

Resenim rovnice 78 pak je y = exp (Az) c, kde c je vektor pocatecnich
podminek.

7Zda se, ze timto jsme s feSenim skoncili. Nejvice Casu nam
pfi Feseni 1dlohy zabral vypocet exponencidly matice A. Polozme si
otdzku, zda bychom se nemohli bez exponencidly matice A obejit.
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Nejdiive prozkoumdme, jak matice exp(Az) pusobi na vektory
Jordanovy baze a a b.

631: +£L'63z _1.6335 1 63:2 +$e3.’1:
exp (Az)a = re3® e3T _ 13 o)~ re3®

3z 3z 3z 3z
e’* + ze —ze 1 e
€Xp (A"L‘) b= ( xe?m: eSz _ xeBz > < 1) = (631‘ )

Na prvni pohled se nestalo nic zajimavého. Pfi podrobnéjsim zk-
oumadni si v§ak uvédomime, ze

exp (Az) a = e**a+ ze**b
exp (Az) b = €3%b.

Skutecéné, nejde o ndhodu. Vektor b je totiz vlastni vektor matice A
prislusejici vlastnimu ¢éislu A = 3. Jinak: plati Ab = 3b. Proto

exp (Az) b= (Z (A;) ) b= (Z xn:'nb> =

n=0 n=0

- (SE) - (S omn

n=0 n=0

Toto neznamend nic jiného, nez ze pokud je u vlastni vektor matice
A prislusejici vlastnimu éislu A, pak je v také vlastni vektor matice
exp A, piisluejici vlastnimu &islu e?.

Nyni se zamyslime nad vektorem a. Pfipomenme si, ze vektor
a byl zvolen z Ker (A — 31)2, neboli (A —31)*a = 0. Navic b =
(A —31) a. Proto (u * vyuzivdme opét komutativitu)

exp (Az) a = exp [(A—31)z +3z1]a = exp [(A—31)z] exp(3z1)a =

=exp [(4 - 31)z] (Z [(4- 3]1 ] )a
(]la—i—(A 3]1ma+ZAT3D).

n=2
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V posledni sumé jsou ale uz jen nulové matice. Vysledek pusobeni
exponencidly na vektor a je tedy

exp (Az)a = e*®a+ ze’"b.

Protoze vektory a a b tvoii bazi prostoru R%, miuzeme kazdou
pocateéni podminku zapsat jako ¢ = aa+ b, kde a, 8 € R. Na takto
rozlozenou poc¢atecni podminku pak pusobi exp(Az) néasledovné

exp (Az) c = exp (Az) (ea + Bb) = aexp (Ax) a+ Bexp (Az) b.

Chovéni vektroru a a b pfi pusobeni matice exp(Az) jsme jiz vyfesili,
proto muzeme pokracovat a dostaneme feSeni diferencidlni rovnice
jako

y(z) = exp (Az) c = a (e**a+ ze®*b) + B (¢**b) . (79)

Pro zjisfovani chovéni vektorti a a b pii plsobeni exp Az jsme
viubec nemuseli znit exponencidlu matice A, staila ndm pouze
dikladnd znalost Jordanova tvaru a Joradnovy baze matice A. Pokud
nechceme pocitat exponencidlu A, vystacime si s timto jednodussim
postupem. *VP
11.3 Diferencialni rovnice s pravou stranou

Ukol: Naleznéte obecné reSeni soustavy

1(t) = 4y1 — y2 + €% (t + sint)
U2(t) = y1 + 2y2 + te¥ cost.

Reseni: Pokud oznac¢ime

(41 [ €¥(t+sint) [
A= (1 2>a f(t)_ ( te&COSt ) y= U2 )

Ize rovnici zapsat zkracené
y=Ay+f(t).

Jednd se tedy o nehomogenni soustavu linedrnich diferencidlnich
rovnic. PTi jejim feSeni budeme postupovat néasledovné: nejprve (1)
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najdeme Feseni homogenni soustavy a pak (2) metodou variace kon-
stant najdeme obecné feSeni nehomogenni soustavy.

1. Homogenni soustavu Ay = y jsme jiz vyfesili v piikladu 11.2.
Zopakujme vysledek: v R? jsme nalezli (Jordanovu) bézi

(0 ()

Protoze kazdy vektor pocatecnich podminek y, je mozné rozlozit
do této béze (o které vime, jak se chovd pii zobrazeni exp(tA)),
muzeme kazdé feSeni homogenni soustavy zapsat jako linedrni kom-
binaci exp(tA)a a exp(tA)b, neboli

Yo=aa+pb = y(t)=a(e¥a+teb)+ B,

kde «, B jsou redlné konstanty.

2. Nyni budeme konstruovat feSeni nehomogenni soustavy metodou
variace konstant. Hledejme tedy feSeni ve tvaru

y(t) = a(t)(e*a+te3b) + B(t)e* b, (81)

kde a(t) a B(t) jsou funkce. Rozlozme je§té pravou stranu f(t) do
Jordanovy baze b a a. Chceme tedy, aby platilo

1 1 e3t(t + sint
7a+6b:7(0) +5<1> :( t¢(23tcost )> =),

odkud & = te3' cost, v = €3!(t + sint — t cost). Dosadime-li rovnici
(81) do rovnice ze zadani (80) a uvédomime-li si, ze (81) fesi ho-
mogenni rovnici V¢ € R, dostaneme

a(t)(e¥a+ te®b) + B(t)e b = f(t).
Vyuzijme nyni toho, ze jsme f{(t) rozlozili do Jordanovy béze a pisme
a(t)(e%a+te® b) + B(t)e* b= va+ ob,
neboli ve slozkich

c(t)edt
a(t)ted + B(t)ed = 6.

Il
2
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Integrovadnim prvni rovnice uréime «(t)
a(t)e® = e*(t +sint — tcost)

at) = /(t+sint—tcost)dt
t2
at) = E) —2cost —tsint + C .

Podobné dojdeme k 3(t)
B(t)e* = te® cost — a(t)te®
B(t) = tcost — t(t +sint — ¢t cost)

B(t) = /(tcost—t2 —tsint+t2cost)dt

t3
B(t) = —— +cost — 3sint + tsint + 3tcost + t*sint + Cy.
3

Takto spoétené koeficienty dosadime zpét do (81) a dostadvame

et (41077) -

(e (C1+Ca+ Cit + %tZ + %t?’ — cost — 3sint + tcost)
o e - (Cy + Cit + §t3 + cost — 3sint + tcost + tsint) )’

kde C;, C3 jsou redlné konstanty. Vektor y(t) je obecnym feSenim

nehomogenni soustavy 80. (V [PLA], str. 199 je metoda variace kon-

stant popsana trochu jinym, avsak ekvivalentnim zptisobem.)
*VP,AK

11.4 Komplexné puavabna diferencialni rovnice
Ukol: Naleznéte feseni y; = y;(t), i = 1,2 soustavy rovnic

Y = Y1+ 2y2
Yo = —yY1 + 2

s po¢atecni podminkou y(0) = (c1,c2)T.

Reseni: Jako obvykle zavedeme oznaceni

(1D -(2)
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Zkusme nejdiive najit feSeni podle postupu zminéného v piikladu
11.2, tedy nebudeme explicitné hledat exp(At). Protoze nds vsak
pocitani exponencidl matic bavi, najdeme posléze feSeni i obvyklym
zpusobem.

Vypocéteme vlastn{ ¢isla matice A

1-X 2

Ozdet(A—)\]l):det< 1 1.

):A2—2)\+3.

Charakteristickd rovnice ma komplexni kofeny A\; = 1 — iv/2,
X2 = 1+ /2. Pfipomerime si, 7e u redlnych matic se komplexnf
vlastni ¢isla vzdy vyskytuji v komplexné sdruzenych parech. To ndm
nakonec umozn{ vyjadfit exp(At) pomoci redlnych vyraza se siny a
kosiny misto komplexni exponencidly.

Vlastni vektor piislusejici vlastnimu ¢islu A; je napiiklad vektor
u = (iv/2,1)7, vlastn{ vektor piislusejici vlastnimu ¢islu \z je vektor
komplexné sdruzeny k vektoru u, neboli v = (—iy/2,1)T. Podle toho,
co vime z piikladu 11.2, bude G¢inek exponencidly na vlastni vektory
u, v nasledujici

exp (At)u = e(1-iv2)t

exp (At)v = e(1+iv2)t
Necht je ddna poédteéni podminka y(0) = c. Tento vektor rozlozime
do Jordanovy baze matice A, tzn. najdeme &isla a, 8 € C takovd, ze

plati ¢ = au+ fv. Resenim rovnice je exp (At) ¢, a to miizeme napsat
jako

exp (At) ¢ = exp (At) (au + Bv) =
_ qe(1-iv2)t (’f) + Be(1+iv) ("1‘/§> , (82)

¢imZz jsme nasli feSeni zadané diferencidlni rovnice.

Leckomu se vSak komplexni &isla nelibi, a proto jesté zkusime
zapsat vysledek bez uziti komplexnich ¢isel. Vzhledem k tomu, Ze
soustava neobsahovala komplexni ¢isla, mdme — pokud si zvolime
redlné pocateéni podminky ¢ — na redlné feseni také opravdu narok.
Z redlnosti ¢ (tedy ¢* = c¢) plyne 8 = a*; viimnéte si také, ze
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takto mame ve volbé ¢ jen dva redlné stupné volnosti a ne Ctyfi
jako v pripadé komplexniho c. Déle si pfipomeneme dobfe zndmé
vztahy

—ix —iz

2cosz = e 4 e 2isinz = e’ —e
Pifmocarymi algebraickymi dpravami pak dostaneme z (82)

y(0) =2Rea (VIR ) et sama (TEEN) ) e

Pro zadanou poc¢ateéni podminku c ziskdme « FeSenim soustavy dvou
rovnic o dvou nezndmych ¢ = au+ o*v.

Ulohu jsme jiz vyftesili a jako pocetni cviceni jesté muzeme
zkusit explicitné nalézt exponencidlu matice A. V§e potiebné je uz
pfipraveno, a proto budeme postupovat rychleji. Matici pfechodu C
najdeme tak, ze do jejich sloupct napiSseme vlastni vektory matice

A. Matice C a jeji inverze C~! (nalezend pomoc{ Cihakova pravidla
38 z piikladu 6.5) je

(V2 —iv2 o Y3
o). e ()

N
N = N[ =

Exponencidlu pocitdme obvyklym zpusobem

exp(tA) = exp (CtJaC™") = Cexp (tJa)C™' =
e(l—iﬂ)t .

—e (T o) -

% (e(1+i\/§)t+e(17i\/§)t) _i\2/§ e(1+iV2)t _ o(1-iv2)t

% (e(1+i\/§)t _e(1—i\/§)t) 1 (e(1+i\/§)t +e(1—i\/§)t)

N

a po upravé pouzitim vySe zminénych vzorcu pro sinus a kosinus
dostaneme elegantnéjsi vyjadieni

B cos(tv/2) et \/2sin(t\/2) et
p(id) = (—“fsin(tﬁ) o v )
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Resen{ diferencidlni rovnice je exp(tA) aplikované na vektor poca-
te¢nich podminek ¢, aneb

B [ cicos (tv2) et +cov/2sin (tV2) €t
y(t) = exp (t4) ¢ = ( —c 4 sin (t\/i) et +cy cos (tﬁ) et ) '

Miuzeme zkontrolovat, ze jsme dospéli ke stejnému vysledku.
*VP

11.5 Soustava 3 diferencialnich rovnic

Ukol: Vyfeste soustavu

42 -5\ (n Y1
64 —9 Y2 = :ljg
53 =7/ \us Y3

s proménnou t.

Reseni: Budeme hledat feseni pomoci exponencidly matice At.
Nejdiive si matici A pfevedeme do Jordanova kanonického tvaru.
Charakteristicky polynom A vychdzi p(A\) = —-A* + A%, tomu
odpovidaji vlastni &isla Ay = 1, Ap3 = 0. K vlastnimu éislu A =1
vypo¢teme vlastni vektor v; = (1,1,1)7.

Nyni se vénujme dvojndsobnému &islu A = 0. Hodnost matice A je
2, hodnost A2 je 1, tedy dim Ker (A— A1) = 1 a dimKer (A—\1)% =
2. To znamena®’, 7e pro A = 0 existuje jen jeden vlastni vektor (az
na ndsobek), a proto musime zkonstruovat jeden Fetizek délky dve.
Jak uréime jeho vektory? Nejdfive mizeme Fesit napf. soustavu

31 -3
A%u=131-3|u=0
31 -3

Dostdvéame napiiklad u = (0,3,1)T. Jeho obrazem by mél byt vlastni
vektor vo. Dopoéteme vo = Au = (1,3,2)”. Samoziejmé se mize
stat, ze pii feSeni rovnice A%v = 0 se trefime vektorem u uz pifmo do

57Ve&deli jsme to uz v okamziku, kdy jsme spoéitali dim(Ker A — A1) = 1.
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vo. Potom je tieba zkusit jiné fesenf rovnice A2u = 0. Tim ziskdvame
Jordan@iv kanonicky tvar A = QJ,Q "}

110 1 00 3 1 -3

1 3 3 001 -2 -1 3] =4
1 21 00O 1 1 -2
VRN 1

Vi Vo u )\1)\2

Jind moznost, kterd je v tomto piipadé snad méné pracnd (nemusime
pocitat A?), je najit v, a pak fesit Au = v,. Tato metoda se ale
v obecném piipadé nemusi vyplatit, konkrétné u matic, které maji
k jednomu vlastnimu &islu vice fetizku.

Nésleduje jiz jen vypoCet samotné exponenciely: exp(At) =
Qexp(Jat)Q~!. Spocitdme si tedy exponencidlu jednotlivych Jor-
danovych blokl. Prvni blok je tvofen jen vlastnim ¢islem 1, a jeho
exponencidla je tedy e!. Druhy blok je pffmo Jordanova burika
(ndsobend t) a jeji exponencidla je

t (01 2 /00 1t
1+1!(00)+z!<00)+"'_(01)'

Dohromady to dava

110 et 00 3 1 -3
exp(At)=[13 3 01t -2 -1 3 | =
121 001 1 1 -2

et 4+t —2 et4+t—1 —3et—2t+3
=|3('+t—1) e 43t -3(e"+2t-1)
3et 42t —3 et +2t —1 —3et —4t+4

Konkrétni rovnice pro y1, y2,ys ziskdme tim, ze matici exp(At) vy-
nasobime poc¢ateénimi podminkami. Jako zajimavost lze uvést, nako-
lik muzou ruzné poédteéni podminky ovlivnit tvar feSeni. Napi.
zvolime-li y;(0) = 0, y2(0) = 1, y3(0) = 0, pak y; = e+t — 1,
72 = et +3t, y3 = et +2t — 1, tedy vSechny slozky feseni pro ¢t — oo
exponencialné rostou. Zvolime-li ale y;(0) = 1, y2(0) = 0, y3(0) = 1,
potom y; = —t+1, yo = —3t, y3 = —2t + 1 a slozky FeSeni rostou
(v absolutni hodnoté) pouze linedrné. *PV

207



11.6 Linearni nezavislost feSeni soustavy diferen-
cialnich rovnic

Ukol: Necht vektorové funkce
X1(t)y .0y Xn(2) (83)

fesi soustavu n linedrnich diferencidlnich rovnic xX(t) = Ax(t).
Ukazte, 7e k tomu, aby vektory (83) byly linedrné nezivislé pro
vSechny casy t, je nutné a staci, aby byly linearné nezavislé prot = Q.
Reseni: Sloupcové vektory (83) naskldddme do &tvercové matice

X(t), jejiz determinant oznacime W(t) (tzv. Wronského determi-
nant). Chceme tedy dokdzat

W(0) # 0 <= (W(t) £0 Vi) .

Spocteme asovou derivaci W'(t). Determinant zapiseme jako sumu
(pfes ) soucint typu a1, (1)G2x(2) * * * Gnr(n)- Tyto souciny se derivuji
podle zndmého pravidla

(alw(l)a27r(2) T anw(n))l = a’ll7r(1)a27r(2) ©r Qpg(n) +...

st a1r)@2n2) a’;nr(n) :

Z kazdého zderivovaného sou¢inu nyni vezmeme Clen, v ném?z se de-
rivovalo @y, (1) (7 je samozfejmé v kazdém ¢lenu jiné). VSech téchto
n! vyrazli d4 dohromady determinant matice A, v niz jsou vSechny
elementy v prvnim fadku zderivovany. Pokud ozna¢ime k-ty fadek
r, znamend to tedy

rl(t) n (t)

n rk—‘l (t) n n rk_.l (t)
W)= det | r/(t) [ =D det| Ag;r(t)
k=1 re+1(t) k=1 j=1 re+1(t)
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Determinant v posledni dvojité sumé je ale Ag;0x; W (t) (proc je de-
terminant s k # j nula?), coz ndm dé

WWQ:iMMW@ZﬂAWWW
k=1

Dostdvame jednoduchou diferencidlni rovnici pro W(t), jejimz Fe-
Senim je

W(t) =W (0)exp(t Tr A).

Odtud jiz snad je platnost naseho tvrzeni evidentni. *TB

11.7 Jsou exponenciila a logaritmus opravdu
navzajem inverzni?

Ukol: Ukazte, ze fady pro exponencidlu a logaritmus jsou navzajem
inverzni funkce, primym dosazenim jedné fady do druhé. Z toho
potom primo plyne, Ze i pro matice plati lnexp A = A.

Reseni: Pouzijeme fady

1. % z? z"
Yy =€ = +ﬁ+§+"'+m+-u
y-1 (y-1)? S y-1"
]_ = — — “ee —1" _— e
ny 1 2 + +(-1) n +

Je nutno podotknout, ze druhd fada ma polomér konvergence roven
1. Vsechny nase dvahy se tedy budou tykat pouze intervalu y € (0, 2).

N&s postup bude nésledujici: Nejprve vyjadiime v co nejpie-
hlednéjsim tvaru vyraz (y — 1)® = (e®* —1)™ pro vSechna piirozend
n. Poté tento tvar dosadime do fady pro Ilny. Nakonec odvodime, Ze
vskutku plati lne® = z pro y = e® € K, kde K je oblast, na niz fada
pro Iny konverguje; v nasem vypoctubude K = {y € C, |y—1| < 1}.

Nejprve tedy zjednodusime vyraz (e* —1)™. Podle binomické véty
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plati

(en 1) = en= — () eln e 4 --+(_1)n—1<

k ok
:[1+T+ R +...]—
n (n—1)z (n —1)kgk
—(1)[1+T+---+T+...]k+...
e (et ™ r.r z _1)n
+(=1) (n—1>[1+1!+2l+ RS TR RYC)

Sdruzime nyni ¢leny se stejnou mocninou z. To lze diky jiz vyse
zminované absolutni konvergenci fady e®.
L)+ (1

<em—1)"=1—<">+<z)—- o,

[n (D) =1+ 0 ()] + (84)
@)t o ()] +-
etz kl[ F— (D) (n=1)F 4 —-op (=1) —l(nnl)]+...

Protoze ale e* —1 neobsahuje absolutni ¢len, je nejnizs§i mocnina =
v uvedeném rozvoji n. Prvnich n fddka je tedy nulovych. Tento
fakt, ktery lze dokdzat i pfimym vypoctem, pozdéji jesté jednou
vyuzijeme.
Zkoumejme nyni, jaky je koeficient u ¢lenu =™ ve vyrazu
(1)1 (e"—1)? (e"—1)°

In((e*-1)+1) = I B i T

pro m > 1. Podle vySe uvedeného je tento koeficient stejny jako
koeficient u z™ ve vyrazu

(e -1)t (e -1)° Y Gt
_ e (—=)ym 1 )
1 2 + +(=1) m
Dosadime-li nyni z vy$e odvozené formule pro (e® —1)", zjistime, ze
tento koeficient je roven
m 2 m m 3 m 3 m
1[1_[2 _(1)1]+[3 _(1)2 +(2)1 ]_
m! 2 . 3 L om
m—1 [m'm - ( 1 ) (m - l)m + e + (_1)'"1* (m—l)]
e : |

am =
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Nasim poslednim tkolem bude dokazat, Ze tento vyraz je pro
m > 1 roven nule. Zde vede k cili nasledujici ivaha: Pieskupime
uvazovany vyraz tak, Zze ddme k sobé ¢leny s mocninou £™ o stejném
zékladu a tento vyraz zjednodusime. Nakonec ukdzeme, ze soucet
téchto vyrazu pro k = 1,...,m je roven nule.

Prvni ohlaeny krok je

m!-ap = 1™ [1+%2+%3+---+%m]—
14 d @) e+ d ()] +
w3+t ()] -
1

o O [ (1) s () o () ]+

Pomoci identity

1 (i+k\ _ G+k)! 1 (i+k-1)'1 1 /[(i+k-1
i+k\ k ) i i )

kil itk K(i—1)!

lze vyrazné zjednodusit -ty radek

il 1 fiwl) 1 [i+2 1, m
_11—1m|:7 .. —_ ]:
(=17 i+i+1< 1 )+i+2( 2 >+ TG )

= (1)t 1+ (;) + (’

i
Posledni krok spoéival v opakovaném pouzivani identity (}) +

(kil) = (Zii) Celkem je tedy

177 (7) 20 () s (7).

o+
—
~——
+
H
/N
3 3
I
T
——
I

co? je (eventuelné az na ,,normalizaci”) koeficient u ™! v rozvoji
(e* —1)™ do fady (84). Jiz vyse jsme ale vysvétlili, Ze tento vyraz
je roven nule. Zérovei je ziejmé, ze u x' je koeficient jedna, tedy
In(e®) = z. *JV
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11.8 Generatory SU(2) aneb Vypocet exponen-
cidly trikem pro specialni matici

Ukol: Vypocitejte exp(ipn - o), ¢ € R. Vektor o obsahuje Pauliho
matice (viz pfiklad 6.1)

~((20)09)- (6 2))

a n= (ny,na,n3) € R3,|n| = 1. Pokud se v tomto zapisu nevyznate,
pak vézte, ze mate spocitat exponencidlu z matice

. . 01 0 —: 1 0
o= (38) e (15 em (3 5)

Z vysledku odvod'te, ze (1) redlné kombinace Pauliho matic o7,
02, 03 generuji grupu SU(2) a podobné Ze (2) redlné kombinace matic
1, 01, 02, 03 generuji U(2)

Reseni: Exponencidlu si rozepiseme do fady
¢*(n-0)? ip*(n-0)?

exp(ipn-o)=1+ipn-o— 5 - 3 4.

Mocniny matice n- o muzeme upravit pomoci vzorce (30) v piikladu
6.1.

3 3 3
(n-0)(n-0) = njo; Y nkor = Y njni(ojox) =
= k=1

Jik=1

= annk lZiElkjdl + (Skj]l =0+ Zn?]l =1.
Jik l J

Vyraz v, = Ejk njnieik; je nulovy pro kazdé I: bud'to to chdpeme
jako dzeni souc¢inu symetrického a antisymetrického soudinu (leny
NjNkEikj & NEnjejk se vyrusi, nebof jsou az na znaménko stejné),
nebo vime, ze v; jsou slozky vektoru n x n = 0.

Do rozvoje pro exponencidlu pak muzeme za (n-o)(n-o) dosadit

802 (p4 . 3 . 5
exp(igono-):]l—711+j]1_...+(
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Prvni ¢ast rozvoje lze po vytknuti jednotkové matice napsat jako
cos ¢ a drubou Cast zase (po vytknuti in - o) jako sinp. Vysledek
muzeme tedy zapsat v elegantnim tvaru

exp(ipno) = Lcos + (no)ising. (85)

Nyni se zamysleme nad tim, co jsme vlastné timto vypoctem
dokdzali. Pfedné: kazdou matici A z SU(2), resp. z U(2) 1ze napsat
jako

a b resp. e [ & b kde a € R, a,beC,
—ba)’ p- ~ba)’ a2 + 2 =1,
(86

to lze extrahovat z podminek AAT = 1 a det A = 1 (resp. AAT =1
pro matice z U(2)). Déle se piesvédcte, ze matice na pravé strané
(85) je pouze jiné vyjadieni obecné matice z SU(2), neboli ze pro
kazdou matici ve tvaru (86) vlevo lze zvolit ¢ a n tak, aby

a b .
<—b 6) =1lcosp+ (no)ising

a naopak.

Koneéné si uvédomime, Ze libovolnou redlnou kombinaci Pauliho
matic muzeme napsat jako ¢no, ¢ € R. Rovnice (85) pak fika,
7e 7 téchto linedrnich kombinaci vygenerujeme celou grupu SU(2).
Pokud k Pauliho maticim pfiddme jednotkovou matici, vygenerujeme
ziejmé U(2), nebot exp(ial+ipno) = e 1 exp(ipna). Ndzorné tedy
vidime, ze Uy neboli hermitovské matice (tedy redlné linedrni kom-
binace Pauliho matic a 1, viz pitklad 6.1) generuji*® U(2) a su, ¢ili
hermitovské matice s nulovou stopou (tedy linedrni kombinace pouze
Pauliho matic) generuji SU(2).

Zduraznéme, ze libovolnd Lieova algebra, kterd je linedrnim
obalem t#{ objektu spliiujicich stejné komutacni relace jako Pauliho

matice
0,06 =1 ejmon, (87)
1

58Pokud misto exp(iMt) pouzivime exp(Mt), budou to antihermitovské ma-
tice i01, o2, 103.
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tedy [o1,02] = i03 a dalsi dvé relace ziskané cyklickou zdménou, je
izomorfn{ SU,, a tudiz generuje grupu, kterd je izomorfni SU(2).
Jen pro osvézeni pojmu dodejme, ze Pauliho matice jsou in-
finitesimdlni generdtory SU(2), nebot®® exp(ipa;), ¢ € R je pod-
grupou SU(2) a podobné to plati pro o2, o3. Tyto tfi podgrupy
jsou piiklady jednorozmérnych tori v SU(2): mdme pfitom na mysli
jejich izomorfii s komutativni grupou {z € C, |z| = 1} s operaci
ndsobeni, U(1), tedy vlastné jednotkovou kruznici; tuto grupu si
muzeme piedstavit také jako interval (0,2m) se s¢itdnim ,,modulo”
27 (tedy slepime konce tsecky a dostaneme onu kruznici).
Dvourozmérny torus by byla (opét komutativni) grupa U(1) x
U(1). To samoziejmé neni totéz, co U(2) (coz je nekomutativni
grupa; najdéte n&jaky hezky pfiklad). Grupa U(1) x U(1) je mnozina
{(#1,22), 212 € C, |z12] = 1} s ndsobenim po slozkich (viz
pifmé souciny v pitkladu 2.1) a lze si ji také predstavit jako ¢tverec
(0,27) x (0,2m), jemuz slepime dvé a dvé protilehlé strany. Takto
dostaneme zachranny kruh, torus, neboli anuloid. Skutecnost, ze
v SU(2) existuji pouze tory dimenze jedna%’, vyjadiujeme tslovim
,rank SU(2) je jedna”. *MV, KV

11.9 Jedna exponenciilni formule pro determi-
nant

Ukol: Nechf A = 1 — W je diagonalné dominantni matice n X n,

tj. matice W je ,,mald” ve smyslu, Ze pro kazdy index i = 1,...,n

je >2;|wi;| < 1. Predpokldddme navic pro jednoduchost, ze W je

matice s nulovymi prvky na diagonale. Pak plati formule

det A =det(1 — W) = exp Z log(1 —ws) | , (88)
S prostd

59Pokud bychom pouzivali definici s exp(pa1), byl by infinitesimalni generétor
101 misto o1.

60Grupa {exp(ip101), @1 € R} x {exp(ip202), p2 € R} by byla kandiddtem
na takovy dvourozmérny torus. Matice exp(ip101), exp(ip202) spolu ale neko-
mutuji. Upozoriiujeme, Ze diky tomu vySe naznaceny souéin nelze vibec realizo-
vat jako podgrupu SU(2) (jinymi slovy grupy, které nidsobime, nejsou invariantni
podgrupy SU(2), viz ptiklad 2.7).
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kde vahy smyéek wg (cykli, které se mohou i protinat) jsou defi-
novany analogicky jako vahy cykli we, viz podrobnéji formuli nize.
Symbol 1 znaci jednotkovou matici, jak je to v této knize obvyklé.

Pozndmka: Podminka ,,malosti” W zarucuje, Ze se uvedenou for-
muli nesnazime aplikovat napiiklad v situacich, kdy determinant
redlné matice je zdporny. (Na druhé strané formule plati i pro
komplexni matice W spliiujici podminku nahore.) Neni totiz tézké
si uvédomit, Zze podminka nahore implikuje kladnost determinantu
(srovnejte s Gershgorinovou vétou, piiklad 9.2), tzn. souhlasnou ori-
entaci A a 1 (pro redlné matice samoziejmé).

Reseni: Tato formule je, jak uvidime, disledek véty o vyjadreni
det exp A pomoci Tr A. Také se ndm budou hodit vyjadieni Tr W*
jako sumy pres vemozné smycky délky k, viz konec piikladu 6.8.

Zobecnéme v teorii permutaci jiz diive zavedeny pojem cyklu C
(na indexové mnoziné 1,...,n) na obecnéjsi pojem smycky S takto:
Symbolem (S,i;) oznacujme smycku s vybrangm pocdtkem i, defi-
novanou jako libovolnd posloupnost tvaru (iy, s, ...,k,%1), se Zebry
(41,%2), - - -, (ik, 71) spliiujicimi podminky i1 # iz atd. Vicendsobné
navstévy jednoho indexu 7 jsou tedy u smycky S, narozdil od cyklu
C, povoleny (vylu¢ujeme pouze existenci zeber typu (i,7)) a smycka
muze tedy mit (na rozdil od cyklu) libovolné velkou délku |S| = k.
Délka smycky je totéz co pocet jejich zeber.

Index 47 nazveme pocdtecnim bodem smycky S. Tento pocatecni
bod mizeme nyni ,,zapomenout” — a mluvime pak pouze o smycce S
(bez pocatecniho bodu). V tomto piipadé tedy ztotoziiujeme objekty
jako (41,...,in,%1) a (32, ... ,n, i1, 42). Pro kazdou smycku definujme
v souvislosti s matici W = (w; ;)7;_; jeji vdhu piedpisem (vsimnéte
si znaménka minus, mdme totiz matici A =1 — W)

ws = [[ (~wij),

(¢,5)€S

kde soucin se bere pfes vSechna zebra smycky S.

Smycku S nazveme prostou pokud ji neni mozno rozdélit na
nékolik stejnych smycek S’ tak, aby S = (S’)™ kde m-tou mocni-
nou smy¢ky S’ rozumime tuto smycku probihanou m-krat za sebou.
(Neznamend to samoziejmé, ze bychom prostou smyckou nemohli
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nékteré indexy navstivit vicekrat!) Je vcelku jasné (odtvodnéte po-
drobnéji), ze kazdd smycka S je vhodnou mocninou S = (S')™
(Castéji bude oviem m = 1) néjaké prosté smycky S’ a piitom
takovato prostd smycka S’ je urcéena jednoznacné a7 na pocdtecni
bod. Ten potom muzeme zvolit celkem |S’| zpusoby.

Dokazme nyni kone¢né vztah (88). Pouzijme formule det exp M =
exp Tr M

& 1
det A = det(1 — W) = exp Tr [log(1 — W)] = expz —Tr EW’“.
k=2

Vsimnéme si, Ze faktor 1/k v rozvoji log(1 — W) = Y, —(1/k)W*
(pfipomenme, ze pro k = 1 mdme predpoklad w; ; = 0) je pravé kom-
penzovan moznou volbou k rtznych ”pocatki” ve smycce S délky k
(srovnejte s pifkladem 6.8). Piipomenime dale, Ze stopa matice W*
je ddna sumou pres viechny smyckyS! S délky |S| = k s pocéteénim

bodem
TI‘WIc = Z ws .
(Si1); |S|=k

Bylo by ted pé&kné, kdybychom mohli fici, %e se tato suma rovna
3 S: |S|=k |S|ws, kde s¢itdme pouze pfes smycky s nespecifikovanym
pocateénim bodem. Toto pozorovani plati ale pouze pro prosté
smycky S. Obecnéji, piispévek smycky S™, kde S je prostd a ma
délku m, najdeme ve vyrazu Trlog(1l — W) = Y, (1/k) Tr W* s ko-
eficientem 1/mn (u ¢lenu s pofadim k = mn). Na druhé strang, ob-
jevime ho tam (pfi ruznych posunech té smycky S) celkem m-krat
— coz dava pii sumaci pies vSechny k& = mn celkovy piispévek

> m
—_ " = —log(l— .
7;1 mn (ws) og( ws)

Vyraz 3, (1/k) Tr W* tedy miizeme piepsat pomoc{ sumy pies
v8echny prosté smycky, a to

Z%’HW’“: Z —log(1 —wg),

k=2 S prosta

610p&t nezapomeiite, ze ws,; = 0.
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a dukaz je tim skoncen.

Tento piiklad md dulezité aplikace ve statistické fyzice: Pfipo-
mefime si definici determinantu a uvédomme si, ze kazdou permutaci
na mnoziné {1,...,n} lze ekvivalentné popsat jako soubor navzijem
se neprotinajicich cykli. Sumace pies véechny permutace na mnoziné
indext {1,...,n} je tedy sumaci pfes véechny mozné soubory {C;}
vzéjemné se neprotinajicich cykla C; na {1,...,n}. Mazeme tedy
napsat det A = det(1 — W) jako®2

Z = Z H(_wci)7

{Ci} 4
kde scitame pres vSechny mozné kolekce navzdjem se neprotinajicich
cyklt (nikoliv obecnych smycek!) na mnoziné indexu {1,...,n}.

Piipomindme, zZe a;; = 1, resp. w; ; = 0.

Oznagenim veli¢iny det A symbolem Z chceme upozornit na fakt,
ze takovyto objekt se ve statistické fyzice nazyva parti¢ni sumou
(a byva oznatovan symbolem Z). Zde potom jde o parti¢ni sumu
jakéhosi abstraktniho ,,plynu”, jehoz ,,molekuly” jsou pravé cykly
C. ,,Vaha” ¢&i ,,aktivita” we molekuly C se pak Casto piSe v expo-
nencidlnim tvaru we = exp(—E(C)), kde veli¢ina E(C) je ,,energie”
molekuly (cyklu) C' vyndsobend Boltzmannovym faktorem 1/kT.

V naSem pfipadé (vypocet determinantu) maji ovSem vahy
lichych smyéek znaménko minus, a to je fyzikalné jisté neobvyklé.
Uvedend analogie neni tedy vubec trividlni, poznamenejme, Ze slavné
Onsagerovo feseni Isingova modelu, tedy pfesny vypocet jeho volné
energie (dal3f technicky termin pfevzaty ze statistické fyziky) mize
byt motivovdno prdvé takovymto zpusobem tzn. snahou ptevést
vypocet prislusné partiéni sumy Z na vypocet jistého determi-
nantu. To dodate¢né znaménko minus se potom ovSem musi ,,uméle
vytvorit” a pravé zpusob jak to udélat tvoii jeden z hlavnich trika
Onsagerova feSeni. (Lev D. Landau kdysi prohdsil néco ve smyslu,
ze si celou teoretickou fyziku promyslel a osvojil znovu a od zacatku
sam, az mél pocit, ze by to vSechno vlastné mohl vytvofit sdm...
S vyjimkou Onsagerova feseni, zduraznil.)

62Dalsf minus! To je zde proto, Ze kazdy cyklus liché délky (tedy cyklus per-
mutujici lichy pocet prvki) je sudd permutace a naopak. NaSe definice wg tedy
vskutku ddva sudym cyklim v definici permutace znaménko minus, tak jak to
ma byt.
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Zduraznéme jesté jednou, ze vyse uvedend formule (88) je
v zadsadé pouzitelnd jen pro matice W s ,malymi” ¢leny, kdy
piispévky smycCek velké délky jsou nevyznamné. Hleddme-li pak
piibliznou hodnotu log det A (po vydéleni objemem jde pravé o vol-
nou energii), mizeme se omezit na sumaci pfes smycky pifedem
omezené délky 2, 3 atd.

Necht je matice A napiiklad tvaru cirkulant o rozmérech n x n
tzn. necht je jeji mnoZina indexu cyklickou grupou G = {0,...,n—1}
a jeji prvky maji ,,transla¢né invariantni” tvar w; ; = w(i—j modn),
kde w(0),...,w(n — 1) jsou pevné zadana cisla. Skutec¢né zajimavy
ptipad pro aplikace v teoretické fyzice ale nastdva, az vezmeme-li
jako mnozinu indext néjakou vicerozmérnou Abelovu grupu jako
titeba G x G (¢i G®); takovd grupa se nazyvd téz torus. G* si
znazornime v roviné jako Ctverec. Jeho protéjsi strany ale musime
slepit (jelikoz po n — 1 ndsleduje 0), ¢imZ vznikne onen torus (i
téz anuloid nebo duse od pneumatiky). Zatim ale berme napiiklad

i€{l,...,n}, tj. jednorozmérny torus G*.
Definujme nyni ,,volnou energii” nasi matice A
hi = — Z | supp S|~ (1 — log ws),
S; 821

kde suma je pies vSechny prosté smycky obsahujic{ index i a | supp S|
oznacuje poéet prvki ,,nosi¢e” supp S smycky S, tedy mnoziny in-
dext alesponi jednou navstivenych smyckou S. (Vicendsobné ndvsté-
vy se zde nepocitaji.)

Vsimnéme si, ze h;;11 dostaneme z h; pravé akci vySe zminéné
cyklické grupy: touto akci se zebro (Z,j) zobrazi na (i + 1,5 + 1)
(s¢itani modulo n), a tedy ze smycky obsahujici ¢ vznikne smycka
obsahujici ¢ + 1. Pro jednu pevné zvolenou smycku S existuje
pravé supp S ruznych hg, do kterych tato smycka pfispiva. Pomoci
vySeuvedené akce muzeme z S ziskat celkem supp S ruznych smycek
(,,stejného tvaru”, jen ruzné ,,posunuté”), které vsechny obsahujf in-
dex 4. Jelikoz je ale pro cirkulant w; ; = w;i41,j+1, je ws invariantni
vudi pusobeni uvedené cyklické grupy, a tedy se v h; objevi pro kazdy
,tvar” smycky S celkem supp S stejnych piispévki; odtud faktor
(supp S) .

Plati potom vztah >, h; = — Y g log(1 — wg) Pro cirkulant A
je hi = h, procez ) . h; = nh, a tedy det A = exp(hn). Uznejte, ze
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toto je mnohem uzite¢néjsi formule, zvlasté pro velikd n fadu 1027,
nez tradi¢ni vysledek pro cirkulant uvedeny napt. ve skriptech [PLA]
na str. 105.

N&ami dokdzany vzorec (88) davd zajimavé dusledky napf. i
v kombinaci s Cramerovym pravidlem. V podilu p#islusnych dvou
determinantt (vyjéddfenych ndmi pomoci exponencidl) se totiz velka
vétsina prispévkia wg vyru$i; pro vypolet nezndmé xz; pomoci
Cramerova pravidla takto zbudou jen ty smycky, které obsahuji index
i (zkuste si to nejprve pro pravou stranu b rovnice Ax = b slozenou ze
samych jednicek, at vidite, jak to funguje). Timto zpiisobem ziskdme
vyjadieni z; formulemi typu

T; = exp |— Z (log(1 — ws) —log(1 — ws)) | ,
S

kde sumace je pies vSechny smycky obsahujici ¢ a wg resp. wg jsou
véhy smy¢ky S vzaté pro matici A = 1 — W, resp. pro matici A s i—
tym sloupcem nahrazenym pravou stranou b. Pro obecnou pravou
stranu b je ovSem tieba podrobné&ji ovérit konvergenci piislusné sumy
v exponencidle, kterd se objevi v Citateli Cramerova pravidla.

Poznamky: Zd3 se, ze pfimy kombinatoricky dikaz naseho zdklad-
niho tvrzeni det(1 — W) = exp (35 —log(1 — wg)) neexistuje resp.
nebude vubec jednoduchy. Pfinejmensim autorovi tohoto cviceni
neni zndm, a ocenime jakykoliv uspésny pokus v tomto sméru.

Podminka jednotek na diagondle A se dd odstranit, ovem za
cenu relativné méné hezké formulace vysledku — promyslete.

K podmince ,malosti” W. Pifpad };|w;;| = 1 je hrani¢nf;
podminku pro W lze sice jesté asi ddle trochu zeslabit (tfeba jen
pro nékteré indexy i) ale dostdvame se tak uz rozhodné dosti blizko
oblasti, kdy fada ) ¢ log(1—ws) v exponenciale bud jiz viibec nekon-
verguje nebo pfinejmensim nad jeji pfipadnou konvergenci (abso-
lutni, neabsolutni ¢i jinou) ztrdcime kontrolu. *MZ
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12 Lieovy hlavolamy

12.1 Jak ptripravit kyslicnik sirovy

Ukol: Prohlédnéte si matice

00 O 001 0-10
Ai;=100-1), A= 0 00|, A3=(1 0 0
01 0 -100 00O

a) Ujistéte se, ze tyto matice tvori bazi v prostoru antisymet-
rickych matic 3 x 3.

b) Vypoditejte komutdtory mezi uvedenymi maticemi a ukazte, ze
Jje prostor z bodu a) Lieova algebra.

c) Ovérte, ze { A1, Ay, A3} je infinitesimdInim generdtorem grupy
SQ; a Ze generuje celou tuto grupu. Proto nazyvdme vyse
zminénou algebru $03.

Reseni: a) Sluselo by se zamyslet se na ivod nad tim, zda antisy-

metrické matice skute¢né tvoii vektorovy prostor (oznatme jej A).

Uzavienost vuéi séitdni a ndsobeni ¢islem si ale jisté kazdy ovéff sdm.
Obecnd antisymetrickd matice 3 X 3 ma tvar

0 o B
—a 0 v | =-ad;+pBA> —vA1,
-8 -0

a lze ji tedy zapsat jako linedrni kombinaci matic A; 3. Linedrni
nezavislost téchto matic je zfejm4, jelikoz zadné dvé matice nemaji
ve stejné poloze néjaky nenulovy element.

b) Trosku si zandsobime a zdhy zjistime, ze napiiklad A;A; je pro
i # 7 matice ze samych nul s jednou jedni¢kou na pozici ji. Z toho
pak plyne

[Ai, Aj] = €ijp Ak,

neboli komutdtor dvou ruznych matic A; je roven tfeti matici
opatfené ur¢itym znaménkem (v pitkladu 6.1 je definovdn Levi-
Civittav symbol €;;x).
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Dulezité ale je, ze komutovdnim matic z bize dostaneme opét
matici z prostoru A. Jelikoz je komutdtor v obou argumentech
linedrni operdtor, znamend to také, Ze je prostor A uzavieny pfi
operaci komutovani. Tedy tvoii Lieovu algebru.

c) Infinitesimdini generdtor grupy G je prvek g, pro ktery plati
exp(pg) € G pro vechna ¢ € R. Spoéitejme nejprve tuto expo-
nencidlu pro matici A;. Tato matice je v blokové diagondlnim tvaru:
vlevo nahofte je blok velikosti 1 x 1 obsahujici pouze nulu, nasleduje
blok 2 x 2. Diky tomu je

el¢ 0 0
o= (3l (2

Exponencidlu matice vpravo dole (¢R) spocitdme velmi podobné,
jako jsme v piikladech 6.1,11.8 pocitali exponencidly Pauliho matic
o. Klicové je védeét, ze R? = —1.

(=1)*
(2k)!

oo 1 k .
> oy R = e Rsing.
=0

(o ]

exp(¢R) =)

k=0

V tomto okamziku mimochodem vidime, Ze matice R (otofeni

o pravy thel v roviné) je infinitesimdlnim generdtorem grupy SQ,

(srovnejte s pifkladem 10.1) a ze generuje celou tuto grupu: exp(pR)
je prosté otoceni v roviné o thel .
Pro matici A; jsme ted dostali

1 0 0
exp(pA1) =10 cosp sing |,
0 —siny cosy

coz je ale matice ototeni v R® kolem osy®® z; o thel ¢ (opét viz
piiklad 10.1). Grupa {exp(pA1), ¢ € R} je samoziejmé komutativni.

Jelikoz matice As a A3z maji oproti A; v podstaté jen preéislované
fadky a sloupce (1 — 2 — 3 — 1), nepiekvapi nds, ze podobnym
vypoctem zjistime, ze exp(pAz2) a exp(pAs) jsou matice otoeni
kolem os z5 a z3 (jesté jednou, viz pifklad 10.1, vzorec 66).

63Pro puntitkéfe: otoceni kolem vektoru (1,0,0).
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Vime ale, ze z takovych otoceni lze poskladat libovolné otoceni
v R3: staéf po sobé provést napiiklad otoceni kolem osy x3 o ¢1, pak
kolem z; o ¢ a pak opét kolem x3 o @3 (toto tvrzeni je dukladné
probrano v piikladu 10.2 o Eulerovych thlech). Tedy 1ze libovolny
prvek g € SO zapsat jako

g = exp(p14s) exp(9A;) exp(p243) .

Z toho jiz plyne, ze existuje také urcity prvek a € §03 (tedy néjakd
linedrni kombinace matic A; 23), pro ktery je exp(a) = g. Neni to
piimo 1 Az +9A; + @2 As, jelikoz matice A; a Az spolu nekomutuji
a pak neni exp(A4 + B) = exp(A) exp(B). Na druhou stranu lze ale
napsat exp(A)exp(B) jako exponencidlu vyrazu, ktery je linedrni
kombinaci A, B, [A, B] a dalsich slozenych komutatord. Jelikoz je
503 uzaviend na komutovéni, je i tento vyraz prvkem §03 (linedrni
kombinaci A172,3).

My ale nebudeme sledovat tuto obecnou cestu a v piitkladu 12.2
ukdzeme piimo, jakou antisymetrickou matici je potieba vlozit do
exponencidly, aby vysla néjaka zadana rotace z SQOj. *KV

12.2 Algebra so3 a vektorovy souéin

Ukol: Zkoumejme vlastnosti operatoru {x — v x x} : R3 — R3.
(kde v md soufadnice (v1,v2,v3)).

e Najdéte matici tohoto operatoru, spektrum a vlastni vek-
tory. Urcete znamou algebraickou strukturu, do které vSechny
takovéto operatory patii. Napovéda: dokazte, Ze tato struktura
Jje linearni prostor.

e Najdéte exponencidlu tohoto zobrazeni (kam patfi?) — vyuzij-
te poznatku o vlastnich ¢islech a interpretujte geometricky.

e Pro zadané otoceni v v R® najdéte v, pro ktery je exp(vx) = 7.

Reseni: Tento operdtor je v kanonické bazi vyjadfen matici (viz
piiklad 6.4)
o —vs3 U2
M = V3 o —v;
—v2 U1 o
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Tyto matice tvoii vektorovy prostor, ktery je navic uzavieny na
operaci komutovéni, jak jsme se pfresvédiili v piikladu 12.1 (ko-
mutovanim matic piislusnych k vektorum e;, ez dostaneme matici
piislusnou vektoru es). Tento prostor je tedy také Lieovou algebrou
503.

Zaroven jsme tim ale také odhalili izomorfizmus

o —7vs3 (]
('Ulav%v?») — U3 o —v1 : (R37+7 X) — (503a+7 [7])
—7U2 U1 o

srovnejte napiiklad (1,0,0)% x (0,1,0)T = (0,0,1)T a [A;, A3] = As.
Z tohoto divodu budeme matici M € $03 , pfislusejici vektoru v
v tomto izomorfizmu psdt prosté jako vx. Zduraznéme, Ze struktura
(R3, +, x) je samoziejmé také Lieova algebra s komutétorem [v, u] &
VX U

Ukézeme ted, 7e exp (vx) € SO a také, jak pro zadané otoceni
z SO najit jemu odpovidajici exp (vx ). Operator vx ma vlastni ¢isla
0, +i||v||. Lze to napiiklad vypocitat pfimo z maticového vyjadfeni
vx. Jind (podle autori pohodlngjsi) moznost je si uvédomit, ze
vx v = 0, tedy libovolny nasobek v je vlastnim vektorem vx
prislusnym k vlastnimu &islu 0. Kvuli zbylym vlastnim éislam vek-
torové nasobime rovnici pro vlastni vektory

VX X=AX (89)
zleva v. Dostaneme

vx (vxx) = Avx x
v (vx) - xV = A%, (90)

ve druhém kroku jsme pouzili zndmou ,,identitu bac minus cab”
(viz piiklad 19.5) a na pravé strané jsme dosadili znovu rovnici 89.
Pokud rovnici 90 ndsobime skaldrné v, dostaneme na levé strané
nulu, a to znamend, ze je bud A = 0, nebo x- v = 0. Vidime
tedy, ze vlastni vektory k jinym vlastnim &islim musi byt kolmé
na vlastni vektor pro A = 0. Toto neni ndhoda. Matice vX sice neni
symetrickd, ale je antihermitovskd (tedy Mt = —M), ¢ili iM je jiz
hermitovskd ((iM)' = iM) a jeji vlastni vektory piislusné riiznjm
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vlastnim &islim jsou na sebe kolmé. Zndmé tvrzeni, ze hermitovské
matice maji jen redlnd vlastni ¢isla, ndm nyni napovida, ze M ma
pouze ryze imaginarni vlastni ¢isla.

Nyni jiz dotdhneme naSe hleddni nenulovych vlastnich ¢isel do
vitézného konce. V rovnici 90 je v-x = 0, a tedy A\? = —[|v||? a
nenulova vlastni &isla mohou byt pouze =+i||v||. Ze to budou opravdu
obé dvé, vime proto, Ze redlnd matice M s komplexnim vlastnim
¢islem A ma také vlastnf &islo .

Hledéani nenulovych vlastnich ¢isel mohlo jit mozna rychleji, kdy-
bychom se zaméfili na piifpad v = (0,0,1) (na néjz lze vhodnou
volbou béze pfevést i libovolny obecny piipad). Pak by bylo mozné

diky
0 -1\ _( cosy sing
1 0) \—sinf cos?

pouzit to, co jsme zjistili v bodé 1. piikladu 10.1.

Piichdzi zlaty hieb programu: matice exp(vx) mé tedy vlastni
¢isla exp 0, exp(+i||v||). Vlastni &fsla matice libovolné rotace r v R?
o thel ¢ jsou 1, exp(+ip), viz formule 66 v pfikladu 10.1: ve vhodné
bézi je opét libovolnd rotace rotaci okolo osy (1,0, 0).

Pokud ¢ = ||v||, jsou si matice zobrazeni r a exp(vx) tudiz
podobné, neb maji stejnad vlastni Cisla. Je-li navic v osa, podle které
otaci r, znamen4 to, ze se shoduji jejich vlastni vektory k vlastnimu
Cislu jedna. Pak ale muze byt exp(vx) uz jenom otoéeni kolem osy v
o thel ||v||, nebot vime, Ze matice tohoto zobrazeni je realna. O tom,
v jakém sméru se otaci, je potieba jesté trochu premyslet.

Tento zavér souhlasi s tvrzenim (viz [PLA], cviceni v kapitole
Lieova algebra), ze v Ry je otoCeni o pravy thel base infinitesimalniho
generdtoru grupy otdceni. V R3 to muzeme chipat tak, ze otd¢ime
vektory lezici v roviné kolmé na osu ot4éeni o, nebot otoceni takouvyjch
vektoru o pravy thel je mozné napsat jako ox, kde o je jednotkovy
vektor ve sméru osy.

Operdtor exp(vx) ota¢i spravné i obecné vektory r € R, které
nejsou kolmé k v. Piipomenime jesté jednou, ze (vx)r = 0, tedy
exp(vx)ry = r|. Pokud rozlozime r = rj + r; na slozky ve sméru
osy a ve sméru kolmém, vidime, Ze rovnobézna slozka se zachova a
kolmd se sprévné otoci exp(vx)r= r + exp(vx)ry. *PC,KV
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12.3 Resitelné algebry

Ukol: Lieova algebra L se nazyva TeSitelnou, jestlize existuje n, zZe
v fadé

LM — (L, L], L — [L(l),L(l)], L® — [L(2),L(2)],

je L™ = 0. Pod [I,J] mdme na mysli mnozinu viech komutdtort
[z,y], x € I, y € J. Dokazte, Ze algebra hornich trojihelnikovych
matic je feSitelna.

ReSeni: Zapisme horni trojihelnikovou matici U jako souéet D +
N, kde D je diagondlni matice a N ma na hlavni diagondle nuly.
Rozepiseme-li komutator a vyuzijeme-li faktu, ze diagondlni matice
komutuji, dostaneme

[U1,Us] = [D1 + N1, D2 + N3] = [D1, Na] + [N1, D] + [IN1, N2] .

Vsechny tfi matice na pravé strané maji nuly na hlavni diagonile
i vsude pod ni. Algebra (idedl, viz nize) L(!) tedy obsahuje pouze
matice a;j, které maji nenulové prvky pouze pro i < j — 1 (tedy od
prvni fady nad diagonélou po¢inaje). Prodlouzenim tohoto postupu
dostévame, ze L) obsahuje pouze matice s i < j — k a tedy L(™ uz
obsahuje pouze nulovou matici (rychlost, se kterou se ,,odsouvaji”
nenulové ¢leny je ve skuteénosti vétsi: 4 < j + 1 — 2F).
Mimochodem: idedl I je podalgebra algebry L takova, ze [i, g] € I
pro kazdé i € I a g € L (je to tedy obdoba normdlni podgrupy).
Zkuste dokdzat, ze pokud jsou I,J idedly, pak je i [I, J] ide4l. .
*D

12.4 Anihilator

Ukol: Uvazujme néjaky (kone¢nérozmérny) vektorovy prostor V. Ke
kazdému jeho podprostoru W prifadime podmnozinu W* (anihildtor)
jeho dudlu V', kterd obsahuje vSechny formy f € V' takové, ze f(v) =
0 pro vSechna v e W,

a) Dokazte, ze W* je podprostor V' a plati

dim W + dim W* = dim V(= dim V')
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b) Presvédcte se ddle, ze plati analogie vztaht z vyrokové logiky
(AANB) =A"VB,...

(W*)" =W,
(Wl @WQ)* = W’{ ﬂW;,
(Wl QWQ)* = W’{ @W;

Wi, @ W, je direktni soucet prostort, neboli L(W; U Ws).

Reseni: Ulohu vyredite snadno sami, vzpomenete-li si na vlast-
nosti ortogondlniho dopliku. Pravdivost piedeslych tvrzeni se totiz
nezméni, nahradime-li symbol * symbolem L.

Abychom vyjasnili souvislost mezi anihildtorem a ortogondlnim
dopliikem, uchylime se k Diracové zdpisu skaldrniho soucinu. Ten
se opird o izomorfismus prostoru V a V', ktery kazdé formé f €
V' ptitadi vektor vy € V takovy, ze f(x) = (vy-x) Vx € V (po
vzoru fyzika komplexné sdruzujeme levy vektor). Na zdpis (p|y)
tedy muzeme nahlizet bud jako na skaldrn{ souéin vektoru |p) a |)
nebo jako na pusobeni formy (p|, dudlni k vektoru |p), na vektor
14).

Staci tedy na V zavést néjakou bazi {e;} (a na V' pak piislusnou
dudlni bazi {e¢/} takovou, ze €/(e;) = 47) a dodefinovat potom
skalarni souéin tim, ze tuto bazi prohldsime za ortonormélni. Po-
tom prostory Wt a W* budou piirozené izomorfnf a miizeme pouzit
nase znalosti ortogonalniho dopliku.

Pro ortogonalni doplnék uz vlastnosti

dim W + dim W = dimV, (W)™ =W (91)
zndme napf. ze skript [PLA]. Vlastnost
(W +Wa)" = Wi nWy

plyne okamzité z linearity skaldrniho sou¢inu (dany vektor je kolmy
ke vSem vektorum z W; a ke vSem vektorum z Wy, pravé kdyz je
kolmy ke vSem jejich linedrnim kombinacim), vlastnost

(W, NW,) " = Wy & Wy

je k nf dudlni a dostaneme ji pomoci (W+)+ = W. *TB
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12.5 Nebojte se Dynkinovych diagramu

Ukol: V knize [PLA] autofi naértli klasifikaci prostych kompaktnich
Lieovych algeber®*. Zivérem bylo, ze mozné jsou jen prosté kom-
paktni Lieovy algebry s Dynkinovymi diagramy ze strany 166
zminéné knihy. Dynkintiv diagram (prosté) algebry je (souvislé)
schéma obsahujici r kolecek (tzv. prostych pozitivnich kofend,
urcitych linedrné nezavislych vektoru generujicich r-rozmérny pros-
tor — Cartanovu podalgebru), které mohou byt spojeny ¢arami,
udavajicimi tihel a pomér délek mezi koteny.

e (0 — pokud nejsou kofeny spojené, znamena to, ze jsou kolmé.

e 1 — koreny spojené jednodusSe jsou stejné dlouhé a sviraji tuhel
120°.

e 2 — kofeny spojené dvojitou ¢arou maji pomér délek /2 a
sviraji uhel 135°.

e 3 — koreny spojené trojitou ¢arou maji pomér délek /3 a
sviraji dhel 150°. Pokud v tomto nebo v minulém piipadé
nakreslime na spojnici Sipku, ukazuje smérem ke kratsimu

s xz

korenu, jako pii porovnavani éisel a > .55

Clovék by se mohl ptédt, pro¢ neexistuje napiiklad algebra
s Dynkinovym diagramem totoznym s chemickym vzorcem ben-
zenu. V tomto jednoduchém cviceni na skaldrni soucin dokdzete, ze
zminéné Dynkinovy diagramy jsou opravdu jediné mozné.

1. Nejdrive dokazte poéitanim 1hli mezi kofeny a za predpokladu
linedrni nezdvislosti, ze se v Dynkinové diagramu nemiize
vyskytnout ani jeden z poddiagramii a),b),c) na obrdzku 18.

2. Potom si uvédomte, pro¢ se také nemize vyskytnout Zadny
obrazek, v némz# ve srovnani s a, b nebo ¢ nahradime néjaky
spoj Carou s vice spojnicemi.

64Vlastni klasifikace se provadi pro komplexni Lieovy algebry, k nimz je jed-
noznacné pfifazena jejich kompaktni redlnd forma.
65V literatufe se bohuzel vyskytuje i opaéné konvence.
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a) b) c)
o——>o (O N— o N—

Obrazek 18: Nékteré z nepiipustnych Dynkinovych diagramu.

3. Ukazte, Ze pokud je nemozny diagram D, je také nemozny
kazdy diagram D’, kde kofen o nahradime kofeny a,[f3 spo-
Jjenymi jednoduchou ¢arou (bude se vdm hodit srovndni o a
a+ ). Vysvétlete, pro¢ to znamend, ze v Dynkinové diagramu
nemohou byt Zadné cykly.

4. Vysvétlete, pro¢ g, (tedy dva kofeny spojené trojitou linii) je
Jjediny Dynkintiv diagram s trojnou vazbou. Ddle sta¢i uvazovat
jen diagramy s nejvyse dvojnymi vazbami. Vysvétlete, proc¢ je
v Dynkinové diagramu nejvyse jedna dvojnd vazba.

5. Vypoctem délek vhodnych linedarnich kombinaci kofenti dokaz-
te, ze Dynkiniv diagram také neobsahuje zadny ornament na
obradzcich d) az k) nize (nectéte Feseni u obrdzkiu), a dokoncete
tak klasifikaci vSech diagramu. Cisli¢ka u jednotlivych korent
na obrazcich vdam mohou byt voditkem.

ENVLIPS ST S
|'J) O |'9) O
@/2 2@/2 1 2
“
1 1

l9)

h)

INO
w
N

€
2

Reseni: 1. a 2. V prvnim tkolu sta&i secist ihly mezi tFemi kofeny na
obrazku. V pfipadech a), b), c¢) dostaneme postupné 120° 4+ 120° +
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120°, 120° + 150° + 90° a 135° + 135° + 90°. Soucet je pokazdé
360°, coz znamend, ze vSechny tii kofeny ve skute¢nosti lezi v jedné
roviné (jinak by soucet dhld musel byt mensi), a to je v rozporu
s predpokladem linedrni nezavislosti. Pokud z néjaké jednoduché
spojnice na obrizku udéldme ndsobnou (pfipadné dvojndsobnou
nahradime trojndsobnou), zvétsime tim i odpovidajici dhel a soucet
ihla bude dokonce vétsi nez 360°, coz pro libovolnou trojici vektoru
vibec nemize v euklidovském prostoru nastat. Tato véta zodpovida
druhou otazku.

3. Pro zodpovézeni tieti otdzky je tfeba si uvédomit, ze pokud
kofeny «, 8 spojené jednoduchou ¢arou nahradime jednim kofenem
o = a+ 3, nedojde v Dynkinové diagramu k zddnym jinym zménam
(nemusime kreslit ¢i rusit jiné spojnice). Pfedpoklddejme néjaky
Dynkintv diagram D’ s kofeny «, 3 spojenymi jednoduchou Earou
a ukazme, 7e existuje i Dynkinuv diagram D, v némz tyto kofeny
nahradime jedinym kofenem o.

Zvolme napiiklad o = a + . Délka o je stejnd jako délka o a (3
(v8e diky dhlu 120° mezi a, ) a skaldrni souéiny ostatnich kofenu
se o se redukuji bud na soucin s «, nebo s (3: z pfedpokladu, 7e
puvodni diagram D’ odpovidal existujicimu Dynkinovu diagramu,
totiz plyne, Ze zddny kofen nemohl byt spojen zaroven s a i 3, jelikoz
bychom ziskali zakdzany poddiagram a). Celkové feteno, pokud je
smysluplny diagram D', je také smysluplny kazdy diagram D, v némz
vSechny jednoduché spojnice ,,smrskneme” do bodu.

Receno naopak, je-li diagram D nepfipustny, jsou nepiipustné
také vsechny diagramy, které vznikly z D tim, ze jsme do néj vsunuli
jednu ¢i vice jednoduchych linii. Z toho naptiklad plyne, Ze nemo-
hou existovat Dynkinovy diagramy s uzavienou smyckou, protoze
bychom je mohli redukovat na diagram a), ktery nemize nastat.

4. Pohledem na obrazek b) zjistime, ze pokud md diagram tro-
jnou vazbu, kofeny spojené touto vazbou nemohou byt spojeny
uz zadnou dalsi vazbou, éili jedingy Dynkinuv diagram s trojnou
vazbou je g,. Odpovidd mu grupa symetrii oktonionu (Cayleyovych
Cisel). Ostatni diagramy maji tedy nejvyse dvojné vazby. V diagramu
muze byt nejvyse jedna dvojnd vazba, jinak bychom mohli diagram
,,smrsknout” na diagram obsahujici c).
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5. Pohledme ddle na diagramy d), e), které zakazuji libovolnou
organickou chemii v Dynkinovych diagramech. Ozna¢me kofeny tak
a, B, 7, 0, jak je to naznaceno na obrdzku d). Kvadrdt délky linedrni
kombinace vektoru naznaCené na tomto obrazku je

(@+7+268+20)" = a®(Laz +1y2 +4g2 + 252 — 2ap — 25y —455) = 0.

(92)
U numerickych koeficient jsme psali jejich puvod, vyuzili jsme vz-
taht typu a? = 2 = —2af atd. Vzorec (92) plati pro obrazek

d), dukaz pro e) ziskdme pouhou ndhradou ¢ — /2 v rovnici (92).
Tato rovnice ale ukazuje, ze a,3,7,d nemohou byt v euklidovském
prostoru linedrné nezdvislé. Diky tomu nemuze Dynkinuv diagram
obsahovat zdroven dvojnou vazbu i vétvici se bod (diky moznosti
,,smrsknuti” jednoduchych ¢ar ani libovolné vzdéleny vétvici se bod).

Zbytek dikazu uz jde jako po maésle. Diagramy s dvojnymi
vazbami tedy musi lezet v pifmce. Diky nemoznosti diagramiu g),
h) (kterou jisté uz dokdzete sami podobné jako s formuli (92)) plati,
ze pokud neni dvojnd vazba uplné tou krajni, nalevo a napravo od
ni muze byt pouze jedna jednoduchd vazba: takovy diagram nam
davé grupu f,. Pokud je dvojnd vazba na kraji, lze k ni ptidat li-
bovolné dlouhou posloupnost jednoduchych vazeb a ziskat tak série
br = 50(2k + 1) a ¢ = usp(2k) (podle orientace sipky). Tim jsme
vycerpali diagramy s ndsobnymi vazbami.

Zbyva tedy klasifikovat diagramy ¢isté s jednoduchymi vazbami.
Nemoznost diagramu f) fikd, ze z kazdého kofenu mohou vybihat
nejvyse tfi spojnice, pfisluSnym korfentum iikejme vétvici body.
Dusledkem vySe dokazané moznosti ,,smrsknout” jednoduché éary
nemuzeme mit vice nez jeden vétvici bod, jelikoz bychom z takového
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diagramu mohli ziskat f). Diagramy bez vétvicich bodu jsou samo-
zfejmé povolené, ddvaji sérii algeber a, = su(k + 1), sta¢i ndm
tedy jiz jen prozkoumat diagramy s jednim vétvicim bodem. Diky
nemoznosti i) musf mit nejkratsi vétev délku 1, diky nemoznosti k)
musi mit druhd nejkratsi vétev délku nejvyse 2. Pokud mé tedy i
druhd nejkratsi vétev délku 1, dostdvdme sérii 0 = §0(2k); pokud
ma druhd nejkratsi vétev délku 2, dostavame sérii ¢y, obsahujici jen
¢s, €7, s, jelikoz to, co bychom nazyvali €9, je zakdzano®® obrazkem
j). Ukazme jesté namdtkové analogii rovnice (92) pro tento obrazek;
prislusnou linedrni kombinaci vektort nazveme d, kofen zcela vlevo
a, skaldrnf sou¢iny spojenych kofenii jsou —a? /2, faktor 1/2 se vyrusi
s faktorem 2 u ab z rozkladu (a + b)?.

d2 :a2(22+42+62+32+52+42+32+22+12
-2-4-4.6-6-3—6-5—-5-4—4-3-3-2-2-1)=0

*LM

66Gice jsme dokézali, 7e eg nemiize byt kompaktni algebra koneéné dimenze, je
vSak ekvivalentni tzv. afinnimu rozsifeni algebry eg, coz je urc¢ita Lieova algebra
nekonecné dimenze.
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13 Dualni prostory k pronajmu

13.1 Transformace slozek formy pii zméné baze

Ukol: w je linedrni forma na Ry, w(x) = 1 + 2x2 pro x = (z1,z2)7
v bdzi M = (1,1), (1, —1). Najdéte soufadnice wy~ této formy v bézi
N*, kterd je dudlni k N = {(1,-2),(3,2)}.

Reseni: Linedrni formu w pfevedeme do béze duélni ke kanon-
ické bazi, tedy zjistime, jak forma pusobi na vektor x v kanonické
bézi. Ma-li x v bdzi M slozky (zM,z))7T, pak je x = =M (1,1)T +
zM(1,-1) = (2M + 2}, 2M — z)1) a slozky v kanonické bézi jsou
tedy

ef =zt +a)f, o =2 —a)f
Z toho tpravou vyjédiime z} = L(2K + 2K) a 2! = 1(zK — X)),
takze 3 1
wx) =zM +2) = Ew{( - 5@';{ (93)

Déle uz jen uréime, jak plsobi w na vektor x zapsany pomoci slozek
v bézi N: z x = zlV(1,-2)T + 2% (3,2) vycteme zX = 2V + 3z a

X = 22N 4 225 . Dosadime-li do (93), dostaneme
3 1 5 7
w:—xf——xf: —z + -zp .

2 2

Slozky formy w v bazi N* jsou tedy (wk-,w%.) = (£,1).

Pro kontrolu miiZete explicitné dudlni bazi k N spoéitat (n' =
(5,—2), ®* = (4,3)) a presvédiit se, ze jsme dostali spravny
vysledek. Jako dobré cviceni si lze rozmyslet, pro¢ tato metoda fun-
guje.

Ulohu Ize Fesit i jinak. Vyuzijeme tvrzeni: Je-li A matice pfechodu
od M k N, pak pro slozky formy w plati

(Whe Whe) = (Whps, wWip)A.

Matici pfechodu od M = {my, my} ke K (kde K je kanonickd béze)
ur¢ime z

(my, my) = (i _11) (e1,€2) = (e1, &)= % <i _i) (my, my).
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Inverzni matice pocitdme nejrychleji pomoci Cihdkova pravidla 38
(piiklad 6.5). Pro matici pfechodu od K k N = {ny, np} dostaneme

podobné
13
(1, mp) = (_2 2) (e1,€2)

a nakonec tedy

whot) =12 (5 3) 5 (5 1) =560

*PV,KV

13.2 Dualni baze

Ukol: Budiz ddn vektorovy prostor R® a jeho baze S = {s;,s,s3}
a N ={ny, ne,n3}, kde

1 2 1 3 2 3
s=4lo], 1], 11]%, nN={|1],[1],]2
2 1 0 3 1 1

Umluva: v tomto piikladu uzivéme Einsteinovu sumaéni konvenci,
malymi tuénymi latinskymi pismeny znacéime vektory a malymi
tuénymi Feckymi pismeny znacime formy. Pripomindme, Ze in-
dexy bdzovych vektorti se pisi dole, indexy bazovych forem nahore;
u soufadnic je to naopak, slozky vektoru (vicéi néjaké bazi) se pisi
s indexy nahore, slozky formy maji indexy dole.

1. Najdéte dualni bazi k bazi S, oznacte formy tvorici dualni bazi
jako o a dudlni bazi oznacte S*.

2. Najdéte souradnice bdzovych vektoria N vuci bdzi S.

3. Najdéte dudlni bazi k bazi N, oznacte formy tvorici dudlni bazi
jako v* a dudlni bazi oznaclte N*.

4. Uréete souiadnice vektoru v = (3,2,2)T viic¢i bdzim S a N.
Uvazujte formu ¢ = (1,—1,0), tj. ¢(x) = x' — 22, pokud
x = (2!, 22, 23) v kanonické bazi, a uréete jeji souradnice viici

bdzim S* a N*.
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Reseni: Nejdiive si uvédomime, jak vypada pisobeni formy (line-
arnf funkce, kterd vezme vektor z R?® a piifadi mu &fslo) na vektor

w

w!

d(w)=9¢ || v || = drw' + d2w” + p30°,
3
w
kde ¢; jsou néjakd cisla charakterizujici danou formu (jsou to jeji
soufadnice v bézi dudlni ke kanonické bazi) a w® jsou soufadnice
vektoru w. Pfedeslé tvrzeni lze také zapsat jako (obvyklé ndsobeni
fadek krat sloupec)

¢ (w) = (o1, b2, $3) = pr1w’ + gaw® + p3w® = p;wt.

g & 8

1. Podminka na formy, které tvoii dudlni bazi k S je nasledujici
o () = 3, (94)

coz znamend: vypocCteme-li hodnotu i-té formy dudlni baze na j-
tém bazovém vektoru, dostaneme jedna, pokud 7 = j, a nula, pokud
i # j. Chceme tedy, aby platilo

o! ol (s1) o' (s2) o' (s3) 100
o | (s1y5255) = | 0% (s1) 02 (s2) o (s) | = 010 |
o? o3 (s1) 03 (s2) 02 (s3) 001

coz zapiSeme ve zkratce jako XS = 1, kde S je matice, kterd ma v i-
tém sloupci soufadnice bazového vektoru s; a ¥ je matice, kterd ma
v j-tém Fadku souiadnice formy dudlni bize 7. Hleddme-li dudlni
bazi k S, precteme predchazejici tvrzeni takto:

r=8"".

Staci proto invertovat matici S a v fadcich této inverze piecist
soufadnice forem baze dualni k S vzhledem k béazi duédlni ke kanon-
ické bazi. Jest

121 -1 1 1
S=(011], S1'= 2 -2 -1
210 -2 3 1
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a slozky forem dudlni baze jsou
o' =(-1,1,1), 0* = (-2,-2,-1), o® = (-2,3,1).

Piipometime, jak souvisi slozky forem z (R®)* s linedrnimi zo-
brazenimi na R3. Je-li vektor x zapsén pomoci slozek (z!,z?% z®)
v kanonické bdzi K = {ej,es, e3}, pak formy kanonické baze
K* = {e',€?,&%} plisobi na x samoziejmé podle (94), tedy napf.
€l(x) = z'. Pokud jsme napiiklad formu o' zapsali pomoci slozek
viéi K*, pak tedy musi byt o'(x) = —z! + 2% + z3. Samoziejmé
pokud bychom vektor x zapsali v bdzi S, tedy x = (z%, 2%, z3), bude
mit forma o' opét podle (94) jednoduchy tvar o!(x) = z}.

najit dudlni bizi. Pov§imnéte si vyuzit{ skaldrniho souéinu (-) a vek-
torového soucinu (x) . Vytvofme vektory:

So X S3 S1 X S3 S1 X Sg

n= 51-(52XS3), == 3= 51-(52><53).

S1 (52 X 53) ’

Co je na nich tak zajimavého? Jelikoz se smiseny souéin a- (b X c)
neméni pii cyklické permutaci vektori®”, plati

i Sj = ij (95)

coz ndm pFipomene podminku na dudlni bézi (94). Problém je v tom,
N L PV oo o ,

ze se jedna o skalarni soucin dvou vektoru, nikoliv o pusobeni formy
na vektor. Skaldrni souc¢in zapisujeme

al bt
a-b=|a%2|-| 8| = 5ija,ibj = ajbj R
a® b3

naproti tomu pusobeni formy na vektor je

67Pro necyklické permutace se zméni pouze znaménko. Je to totiz také determi-
nant matice, do jejichz f4dkf napiseme vektory a, b, C, neboli objem piislusného
rovnobéznosténu.
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Zd3 se proto rozumné udélat z vektoru formu prosté tak, ze napiseme
vektor misto do sloupce do fddku®®. Tedy shrnuto: napiSeme-li vek-
tory r; do fddku, mame slozky dudlni béze k S (proved’te vypocet a
ovéfte, ze dudlni baze vyjde stejné jako uzitim prvniho postupu).
Ve fyzice se pouzivd pojem reciprokd mriz trojrozmérného krys-
talu
{a1vi + aave + azvs, a1,a2,a;3 € Z}, (96)

generovaného néjakymi tfemi linedrné nezavislymi vektory vy, vo, v3.
Reciprokd mfiiz je generovéna vektory v}, vy, v4, které splauji v; '-v; =
0;j. Pravé jsme tedy odhalili, pro¢ se této miizi iikd také nékdy
duélni miiz.

2. K nalezeni soufadnic vektort vici bazi S lze s vyhodou pouzit
vlastnosti dudlni baze. Soutadnicemi vektoru n viéi bazi S rozumime
takové koeficienty ct, ze platf

n=c's;,

podivejme se, co se stane, pokud na vektor n zapusobime né&jakou
formou z dudlni baze (budeme vyuzivat vlastnosti dudlni béze (94))

a’(n) = o' (c's;) = dol(s;) = 6ict = ¢, (97)

z Cehoz plyne jasné pouceni: chceme-li ziskat j—tou soufadnici vek-
toru n vuc¢i S, zapusobime na né&j j-tou formou dudlni baze S*.
Konkrétné pro vektor n; mame

(m)! = o'(m)=(-1,1,1)(3,1,3)"
(m)? = o’(m) = (2,-2,-1)(3,1, )T 1
(n1)3 = 0'3(”1) = ( 2737 )(37173) 07

tudiz n; = (1,1,0)5. Obdobné postupujeme pro dalsi vektory a
vysledkem je ny = (0,1,0)%, n3 = (0,1,1)%. Celkové zapiseme trans-
formacni vztahy mezi vektory n; a s; tak, jak jsme zvykli z prikladu

68V znesens feceno ztotoznili jsme dudlni prostor s plivodnim prostorem pomoci
skalarniho souéinu (bilinedrni formy b). Vektoru @ = (al,a?,a®) jsme piifadili
formu @, ktera je definovana o (X) = b(X, a). Jednoduchému tvaru této formy —
v nagem piipadé je b(X, @) = §;;z*a’ — také vd&time za to, Ze je toto ztotoznéni
tak jednoduché: a; = §;5a7, tj. a; = a.
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4.9 ¢i 6.2.
0
1

100
(n1,n2,n3) = (s1,%,83) | 111 ) =(s1,%,%)C. (98)
001

Matice C je tedy matici prechodu od baze S k bazi N, pokud piSeme
vektory baze do fadkového vektoru.

3. Dudlni bazi k N muzeme hledat stejnym postupem, jaky jsme
uzili pfi hleddn{ dudlni béze k S. Zde budeme postupovat jinak (ne-
bude to ovsem kratsi). Vyuzijeme pravé ziskaného vztahu (98) a
znalosti dualni baze S*. Pozadavek na vektory dudlni bize N* je

Vl

v (n17n27n3) =1,

v

avSak diky (98) muzeme také psat

1

v
1= V2 (51,52,53)0.
i
Na druhou stranu ovSem
o1
1=Cc'1Cc=C""| a? | (s',5,53)C

3
o

a porovndnim poslednich dvou vyrazi dospéjeme ke kone&nému
vzoretku pro transformaci forem

Vl 0.1
V)| =Cctle?| =07 (99)
Vv o?

Matice ptechodu od S* k N* je tedy C~! a bdzové formy piseme
do sloupcového vektoru (srovnejte s matic{ pfechodu mezi S a N
vyse). Pokud si v (99) ptedstavime misto 14, a7 Faddkové vektory
slozek (misto sloupcovych vektoril, v nichz jsou formy, mame tedy
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matice, v nichz jsou Cisla; tento pfechod jsme naznacili symbolem
<), precteme si v Fadcich matice C~'¥ slozky bézovych forem

v =(-1,1,1), v* = (5,-6,-3), v* = (-2,3,1).
4. Soufadnice vektoru v uré¢ime jiz zminénym uzitim dudlni baze S*

resp. N* (vztah 97) podle toho, viici které bézi chceme soufadnice
mit. Ciselné

1 1
v=1]0 =1 -3
2)s 2) N

Navic vime, ze mezi soufadnicemi viéi jednotlivym bazim plati vztah
(viz ptiklad 4.9)

C()n = ()s, resp. ()n =C7'(%)s.

Vsimnéte si, ze slozky vektort se prevadéjl matici inverzni k matici
prechodu (a navic se slozky pisi do sloupct, zatimco bazové vektory
do f4dku). Nyni prejdeme k urcovéni soufadnic formy ¢ = (1,—1,0)
vuci S* a N*. Soufadnicemi formy ¢ vuéi dudlni bazi S* rozumime
takové koeficienty ¢;, ze plati
ol
¢ =(1,-1,0) = 010" + 920° + 030° = (1, P2, 93)s" Uz ;
o

zkricené ¢ = (---)s-%, odkud plyne (---)s- = ¢X~1. Ciselné
dostaneme
121
é6=01,-1,00{011|=(1,1,0s-,
210

tedy ¢(x) = o} — 2% = x5+ 2%. Obdobnym zpiisobem lze postupo-
vat pokud se zajimdme o soufadnice formy ¢ vuci bazi N*. Na tomto
misté ale provedeme vypocet jinak. Nalezneme totiz transformacéni
vztahy pro soufadnice forem. Vime, ze plati vzorec pro transformaci
forem (99) a navic musi byt

ol V!
(- )s- | o | =dp=(-)n |V
o 3
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Dosazenim z (99) dospéjeme k

0'1 (e
(...)S* 0'2 :("')N*071 0-2 ,
ol o?

z ¢ehoz konetné plyne hledany vztah pro transformaci soufadnic
forem (---)g« = (-+-)n<C~ !, resp. (+++)5:C = (---)n=. Ciselné
je
100
(1,1,0)s- | 111 | =(2,1,1)n~.
001

*VP

13.3 Jedna opravdova forma

Ukol: Ukaste, 7e {1,z,...,2"} a
0 _ 1 o 1 ! n _ 1 (n)
() = 10), () = 1£/0), .y () = —1™(0)

Jjsou navzajem dudlni béze v prostoru v§ech polynomu stupné nejvyse
*

n na (0;00) P™((0;00)) a jeho dudlu [P™((0;00))] .
Vypocitejte slozky nésledujici formy, kters piisobf na P™((0; o)),
v bdzi {€°,...,e"}

o: 1) [ e 1 (@)

Navod: fooo z"e* =T(n+1) =n!

Reseni: Dualitu ovéifme podle definice €'(e;) = &% (e; oznatujeme
funkci f(z) = z7).

) 1 1@ 0 proi > j.
é(e) = [—z] _ {
x=0

G0 1454, pro i < j.

Vyraz [297%,_ je ale nula pro i < j a jedna pro i = j. Pro i = j je
také zlomek pfed timto vyrazem roven jedné, tedy e'(e;) = 4%.
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Zapisme tedy formu ¢ jako linearni kombinaci age’ +. .. + o, €".
Diky dualité (e'(e;) = 67) béai {ep,...,en} a {€°,...,€"} lze tyto
slozky potitat jako ¢(e;) = ;. Tedy a; = p(a?) = [~ a*tle™ =
(i+1)! Formu ¢ lze tedy na prostoru P™((0; 00)) zapsat jako linedrni
kombinaci

o(f) = £(0) +2£(0) + ...+ (n+ 1) £™(0).
*KV
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14 Matice pro stredné pokrocilé

14.1 Konvergence k vlastnim ¢islim

Ukol: Necht A je hermitovskd matice a x je libovolny vektor.
Dokazte, ze ndsledujici posloupnost:

~ A"x
 |AnA

Xn

konverguje k vlastnimu vektoru matice A nebo k nulovému vektoru
anebo md dva hromadné body (dejte je do vztahu k vlastnim vek-
torim matice A). Za jakych podminek konverguje tato posloupnost
k vlastnimu vektoru odpovidajicimu nejvétsimu (v absolutni hod-
noté) vlastnimu ¢islu této matice?

Umluva: v feSeni budeme pouzivat pro skaldrni souéin Diracovu
notaci a- b= (a|b).
ReSeni: Protoze je matice A hermitovskd, existuje ortonormalni
baze e; tvofend jejimi vlastnimi vektory; pfislusnd vlastni &isla
(o nichz vime, ze jsou redlnd) oznatme )\; v pofadi od nejvétsiho
k nejmensimu (v absolutni hodnoté). Potom lze provést spektrdini
rozklad operdtoru A™

Atx = Z A {e&|x)e; .

Necht i je nejmensi ze vsech indext i takovy, ze (e;]x) # 0. Pro
velkd n bude |A™x| uréeno pfedevsim ¢leny odpovidajicimi vlastnim
Cislim, které jsou v absolutni hodnoté rovny |A;,|. Potom je x,
priblizné rovno

A"x >\z "
X, = 7|A"x| ~ Z <|>\z ) (ei]x)e;

i 0

s vz

a po odstranéni Casti souctu konvergujici k nule

Y l(&—i)n@x)ei.

i, | Ai|=[Aig

Znak a, = b, je tieba chipat jako lim, . |a, — b,| = 0.
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Pokud vsechny ¢leny v sou¢tu s nenulovym koeficientem (e;|z)
maji A; kladné, potom posloupnost x, konverguje k né&jakému
vlastnimu vektoru odpovidajicimu vlastnimu &islu |, |- Pokud tomu
tak neni a jsou nékteré z nich zdporné, potom ma uvazovand
posloupnost ziejmé dva hromadné body hy = lim, . Xon, hy =
lim,, 00 X211, Nebot

X R Z (ei|x)e; + Z (=1)™(ei|x)e; .
A= | i Ai=—Ag

Rozdil téchto hromadnych bodd je vlastni vektor odpovidajici

vlastnimu &islu —|A;, | a pokud jejich prumér je nenulovy, je to vlastni

vektor odpovidajici vlastnimu &islu |A;,|. Pokud je A;; = 0, potom

jsou vSechny ¢leny od prvniho pocinaje nulové a posloupnost tedy

konverguje k nulovému vektoru.

Posloupnost x, tedy konverguje k vlastnimu vektoru odpovida-
jicimu nejvétsimu vlastnimu &islu (v absolutni hodnoté) této ma-
tice pravé tehdy, pokud je toto Cislo kladné, vektor x nelezi v or-
togonalnim dopliku vlastniho podprostoru odpovidajiciho tomuto
vlastnimu ¢&islu a pokud mé matice A vlastni ¢islo —\1, potom musi
vektor x navic lezet v ortogondlnim doplitku vlastniho podprostoru
odpovidajictho tomuto vlastnimu ¢&islu. *DK

14.2 Matice hustoty

Ukol: Uvazujme operator

W =" wilwi)(wil,

i=1
kde w; > 0 a > . ,w; = 1, vektory |¢;) jsou normované na
jednicku ((1;|1;) = 1). Pouzivdme Diracovu notaci, protoze se jednd
o fyzikalni priklad — takovym operdtorem se v kvantové teorii

popisuje statistickd smés stavii |1;). Pokud tedy oznaéime |1;) = v;,
miizeme matici hustoty napsat také®® jako operator W : R™ — R™,
Wx=>3.(vi-x)v.

69Tedy (1;| znaéi formu ;(X) = V; - X. Ztotoznili jsme tedy prostor s jeho
dudlem pomoci bilinedrni formy dané skaldrnim sou¢inem (viz také pfiklad 13.2).
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Dokaste, 7e TtW = 1 a déle Tt W?2 < 1 a gzjistéte, kdy nastane
rovnost.
Reseni: Diky zndmému pravidlu /’I\‘rAB = Tr BA je Tr |v:) (| =
Tr(yilths) = (Yilyyi) = 1, a tedy Te W = 37, w; = 1. Vektor [¢;) je
sloupcovy, zatimco (1;| je fddkovy (viz opét pifklad 13.2).

Piedchozi krok muzeme oduvodnit i takto: je-li |k), k =1,...,N
ortonormdélni baze piislusného vektorového prostoru, potom stopa
matice je soucet diagondlnich maticovych element, natez pouzijeme
rozkladu jednicky Zivzl |k){k| = 1 (srovnejte s piikladem 6.3 o orto-
gondlnich projektorech)

N

N
T (i) (] = D (Rloba) (il k) =D (Wbl k) (Rlebi) = (il i) -
k=1

k=1

Podobné spocteme w2

/WZ = Zwlh/)l 1/)2 ijw)] T/J]| = Z wzw1|¢z "/’1|¢J><¢J|
5,j=1
T W? = Z wiw; (i) (5 1) = Z wiw; (Wil

i,5=1 i,j=1

Z Cauchyho nerovnosti (viz piiklad 5.4) tim pddem dostaneme, ze

[(s|¥)1? < (¥ilei)(¢;]9;) = 1. Rovnost nastane, pravé kdyz jsou
vektory |¢;) a |¢;) linedrné zavislé. Pouzitim tohoto vysledku uz

méame n
TrW2 < Z wi;w; = Zw,Zw] =1,
i,j=1 i=1
coz jsme méli dokazat.

Rovnost nastane ziejmé bud v piipadé n = 1, nebo pokud jsou
viechny |1;) ndsobkem jediného vektoru. Jelikoz dva linedrné zvislé
vektory v kvantové teorii popisuji tentyz stav, nastane Tr W? = 1
pouze tehdy, kdyz matice hustoty popisuje ¢isty stav. VSechny os-
tatni stavy se nazyvaji smiSené. *TB
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14.3 Spektrum polynomu

Ukol: Necht f(z) je polynom a o(A) spektrum matice A. Dokazte,
ze f(o(A)) = a(f(A)).
Reseni: Pokud lze matici A diagonalizovat, je tvrzeni trividlni. Pak
totiz plati o(A*) = {\¥,..., Ak} pokud o(A) = {\1,..., \n}. Nyni
tvrzeni dokdzeme obecnéji.

Inkluze f(o(A)) C o(f(A)) plyne z nésledujicich vztaht pro
(libovolny) vlastni vektor x matice A:

Ax= X x= AP x = fx, VE=0,1,... = f(Ad)x=f(\)x.
Naopak mé&jme né&jaké p € o (f(A)). Z definice je
p € o(f(A)) <> det (f(4) —pl) =0. (100)

Rozlozme polynom f(z) — u:

f@)—n=a]](@—=z), (101)

k

kde o # 0. Potom plati také

F(A) — pl = o JJ(A - z1).

Pouzijeme-li nyni (100), vidime, ze vSechna A — zx1 nemohou mit
nenulovy determinant. Tedy existuje z, € o(A), které podle (101)
splituje f(zk,) = p, a opaénd inkluze o (f(4)) C f(c(A)) je takto
dokazana.

Pro diagonalizovatelné matice je jednoduchym disledkem toho,
co jsme pravé dokdzali, tvrzeni uvddéné v [PLA] jako Hamilton—
Cayleyho véta: zvolime-li f(z) = p(z) charakteristicky polynom A,
je o(p(A)) = p(c(A)) = {0}, a tedy p(A) musi byt nulové matice.

Tvrzeni plati i pro vSechny ostatni matice, ale tam nelze pouzit
tuto jednoduchou tvahu. *TB
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14.4 Jesté jednou polynomy matic
Ukol: Uvazujme ¢tvercovou matici A a (redlny) polynom P(z).
a) Za jakych podminek existuje inverze k P(A)?

b) A kdy bude tato inverze opét polynomem matice A?

ReSeni: a) Matice P(A) je invertibilni, pokud neni nula jejim
vlastnim &islem. Podle dlohy (14.3) tedy existuje jeji inverze, préavé
kdyz o(P(A)) = P(o(A)) neobsahuje nulu, neboli kdyz #4dné
vlastn{ ¢islo matice A neni kofenem polynomu P(z).

b) Odpovéd je dplné stejnd jako v bodé a), tedy pokud existuje
inverze, je také polynomem. Abychom to nahlédli, uvazujme okruh
redlnych polynomu se s¢itdnim a ndsobenim modulo charakteristicky
polynom matice A (ozna¢me jej tieba T'; srovnejte s pitkladem 3.4).
Nésobeni matic P(A)Q(A)modT(A) v tomto okruhu davé stejné
vysledky jako P(A)Q(A) diky T'(A) = 0 (viz zévér piikladu 14.3).

Rozlozime-li P na kofenové Cinitele, vidime, ze v tomto okruhu
sta¢i najit inverzni prvek k tém polynomum stupné 1, které nedéli
polynom 7. Inverzi k A —al, a ¢ 0(A) mizeme™ hledat jako poly-
nom A stupné o jednicku mensiho nez T'(z). Nakonec se slus{ pozna-
menat, ze hleddme-li inverzi ke kvadratickému polynomu, ktery nema
redlné kofeny (a nenf tudiz v okruhu redlnych polynomt rozlozitelny
na souéin polynomu stupné 1), miuzeme jej formalné rozlozit alespon
na souéin dvou komplexnich polynomu a najit inverzni prvky k nim.
Inverze k tomuto kvadratickému polynomu pak bude jejich sou¢inem
a bude jiz realna.

Budeme-li po takovém okruhu redlnych polynomu redlné pro-
ménné chtit dokonce, aby byl télesem, tj. existovala v ném inverze

70Toto tvrzeni neni zcela trividlni. Inverzni matice k A —al sice existuje, ale je
potfeba ovéFit, ze ji lze vyjadfit jako polynom v A. Dikaz je tento: pokud T'(a)
neni 0, existuje k tak, ze kT'(a) + 1 = 0. Pak je kT'(z) + 1 polynom s kofenem «
a lze jej tedy délit z — a: existuje P(z), Ze (z — a)P(z) = kT'(z) + 1, neboli (z —
a)P(z) = 1mod T'(z). Polynom P(z) je invers k (z—a). 0 Tvrzeni, ze k polynomu
T — a existuje inverze v télese se s¢itdnim a ndsobenim modulo T'(z), T'(a) # 0,
odpovid4 intuitivné tomu, zZe v okruhu {0,1,...,n — 1} se s€itdnim a ndsobenim
modulo neprvoéiselné n existuje inverze k ndsobeni pro prvky nesoudélné s n
(pfiklad 3.1). O existenci inverze se lze u polynomu pfesvédéit také pfimym
vypoctem: ziskdme soustavu n linedrnich rovnic, o niz sta¢i dokdzat, ze m4 feSeni.
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ke kazdému nenulovému prvku, vidime, ze stupen T nebude smét
byt vétsi nez 2. Napt. v piipadé T'(z) = z2 + 1 tak dostaneme téleso
polynomu stupné nejvyse 1, které je izomorfni s télesem C: zkuste
jej popsat; jaky polynom odpovidd ve vasem izomorfizmu 2 + 347
*TB

14.5 Polynomy matic potieti
Ukol: Spoctéte 1 + A+ A% +--- + A%090 kde matice A je

-2 1-1
A= 0-1 0
1-1 0

Reseni: Nejprve najdeme vlastni &isla matice A. Charakteristicky
polynom je P(A) = —(X + 1)3. Matice A m4 tedy jediné vlastni
Gislo —1, a protoze hodnost matice A + 1 je 1, existuji dva linedrné
nezévislé vlastni vektory. Budeme chtit sestavit Jordanovu bdzi R a
vime, ze se tedy musi sklddat ze dvou Fetézcli: jednoho délky jedna
a jednoho délky dva.

Najdéme nejdiive néjaky vektor z Ker (A + 1)? \ Ker (A + 1) =
R3 \ Ker (A + 1). Jelikoz je tento prostor ,,skoro” celé R?, zvolime
napiiklad v3 = (1,0,0)7 a ovéiime vo = (A+1)vz = (—1,0,1)T £ 0,
tedy vs3 ¢ Ker (A + 1). Tim mdame jeden fetézec hotov (v — vo —
0) a potfebujeme najit jesté druhy fetézec, neboli vlastni vektor A
nezavisly na vo; to bude tieba v; = (1,1,0)7.

V bézi (vi, va, v3) je matice zobrazeni indukovaného matici A

-1 0 0
D= 0-1 1
0 0-1
a muzeme psat
1-11
A=PDP7 ! kde P=|1 00
0 10

Abychom spocetli pfisluSnou mocninu matice D, stai najit moc-
niny jednotlivych Jordanovych bunék. Potfebujeme tedy piedevsim

246



umocnit

~ -1 1 01

D_< 0 _1> =-1+N, kde N = (00>.
Jelikoz ale 1 a N komutuji, dostaneme z binomické véty Dk =
(=1)* + k(=1)*"'N, nebot viechny mocniny N vyssi nez 1 jsou
nulové. Vyslo ndm tedy

(=1)* 0 0
Dk = 0 (=DF —k(-1D)F |,
0 0 (=1k

odkud snadno nahlédneme, ze plati

2000 000
ZDkzn—looo 001
k=0 000
Staci uz jenom dopocitat
000 1-11 000 010
Ploo1]|P =100 001 001])=
000 010 000 1-11
-1 1 -1
=10 0 0
1 -1 1

a mame vysledek

2000 2000 -1 1 -1

ZA’“:P(ZD’“) P'=1-1000( 0 0 0

k=0 k=0 1 -1 1
Vysledku se lze dobrat i jinak, aniz bychom pfitom museli expli-
citné pocitat vlastni vektory matice A. Staéi védét, ze hodnost ma-
tice A+ 1 je 1, a tedy existuji dva nezavislé vlastni vektory. Odtud
plyne, ze minimdlnim polynomem™ matice A je Ppin(\) = (A+1)2.

71Minim&lnf polynom matice A je ten z polynomi spliiujicich P(A) = 0, ktery
ma nejmensi stupenl (je jednoznaéné dan az na ndsobek). Vime, ze napfiklad
charakteristicky polynom spliiuje P(A) = 0, ale aby vysla nula, sta&i brat v rozk-
ladu P(z) na kofenové Einitele ¢len (z — A;) pouze v mocniné rovné délce ne-
jdelsiho Fetézce pro vlastni ¢islo A;.
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Odectenim rovnosti A2 4+ 24 + 1 = 0 a rovnosti A% +24%2 + A =0
(kterou ziskdme z prvn{ vyndsobenim A) dostaneme A3+ A? = A+1,
resp. A* + A% = A% + A. Indukci potom A2F+2 4 A2+ — A2 L A =
—(A+1)prokeNa

2000 -1 1 -1
» AF=1-1000(A+1)=1-1000( 0 0 0
k=0 1 -1 1

*TB

14.6 Vlastni ¢isla nerozlozitelnych matic

Ukol: Matice A typu n X n je nerozlozitelnd, pokud ji nelze permu-
taci Fddku a symetrickou permutaci sloupcu prevést do ndsledujiciho

tvaru:
B C
O D

(B,C,D jsou matice vhodnych typt, B a D matice ¢tvercové, matice
O je nulovd matice)

Necht A je nerozlozitelnd redlnd matice a )\ je jeji redlné vlastni éislo,
které lezi na hranici Gershgorinovy mnoziny matice A (viz piiklad
9.2).

1. Dokazte, ze takové vlastni Cislo musi byt obsazeno ve vSech
Gershgorinovych kruzich matice A.

2. Necht A je libovolng symetrickd diagondlné dominantni matice
s kladnymi prvky na diagondle. Predpoklddejme, Ze je A neroz-
lozitelnd a Ze v alespoii jednom radku plati A;; > ), £ |Asj].
Potom je A pozitivné definitni.

Reseni:
1. Necht x je (redlny) vlastni vektor matice A pifslusny vlastnimu
islu A. Nédsobme jej vhodnym &islem tak, aby |x|oc = max; |z;| = 1,

a ozna¢me k néktery z indexu, pro které plati |zx| = 1. Stejné jako
pii dikazu Gershgorinovy véty (v piikladu 9.2) odvodime, ze plati
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(druhd rovnost je pouze jedna z rovnic (A — Al)x = 0 zapsand ve
slozkéch)

X — Agr| = |A — Agi||z| = ZAkiﬂvi < Z | Agi|z:] < Z | Ail -
ik ik ik

Tedy A lezi v k-tém z Gershgorinovych kruhti, a protoze lezi na
hranici Gershgorinovy mnoziny, mus{ lezet na hranici tohoto kruhu.

Ozna¢me nyn{ I mnozinu téch indexu i, pro které plati |z;| =
1. Zfejmé lezi A na hranici vSech Gershgorinovych kruht K; pro
¢ € I. Je-li A\ na hranici piislusného Gershgorinova kruhu (k € I),
plati |\ — Agxk| = 3,2 | Aki| a vechny vyse uvedené nerovnosti jsou
tedy rovnosti. Diky >°, ; [Akillz:| = 30;; |Ari| musi byt |z;| rovno
jedné, kdykoliv je Ax; nenulové.

Ukazeme, ze mnozina I obsahuje vSechny indexy. Pfedpoklddej-
me, %e existuje index, ktery v této mno#iné obsaZen neni. Proved me
permutaci fadku a stejnou permutaci sloupct matice A tak, aby
se fadky a sloupce s indexy z I staly poslednimi fadky a sloupci
matice A. Jako D oznatme podmatici tvofenou poslednimi |I| fadky
a sloupci, jako B, C' a O ozna¢me podmatice podle zadani z piikladu.
Podmatice O je nenulova (nebot A je nerozlozitelnd), obsahuje tedy
néjaky nenulovy prvek A;;, kde ¢ € I a j ¢ I. Podle tivah na konci
minulého odstavce by ale muselo nutné platit |z;| =1 a tedy j € I,
coz je spor. Tedy neexistuje index, ktery by nebyl v I, a stejné tak
ani Gershgoriniiv kruh, na jehoz hranici by nebylo A.

2. Diky diagondlni dominanci a symetrii je matice pozitivné
semidefinitni (viz pfiklad 9.2) a nula muze lezet na hranici jeji Ger-
shgorinovy mnoziny. Zaroven ale podle predpokladu existuje alespon
jeden Gershgorintv kruh, ve kterém nula nelezi. Podle pfedchoziho
bodu tedy nula nemuze byt vlastnim é&islem této matice, a matice
je proto dokonce pozitivné definitni. Nerozlozitelnost matice ndm
umoznila pfedpoklddat ,,ostrou diagonalni dominanci pouze v jed-
nom Fadku”. *DK

14.7 Hadamardovy matice
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Ukol: Matice H typu n X n se nazyvé Hadamardova matice Fddu
n, pokud H;; € {1,—1} a HTH = nl. Dokazte existenci Hadamar-
dovych matic ¥adu 2%,k € N. Dokazte, e existence Hadamardovy
matice fddu k implikuje existenci Hadamardovy matice fadu 2k.
Dokazte, ze existuji pouze Hadamardovy matice sudych fddi a fddu
1. Dokazte, Ze pokud existuje Hadamardova matice fadu k, existuje
i Hadamardova matice fddu k, ktera obsahuje v prvnim sloupci a
v prvnim Fadku pouze jednicky. Jakych hodnot miiZe nabyvat deter-
minant Hadamardovy matice fadu k7

ReSeni: Nejprve ukdzeme, 7e existence Hadamardovy matice fadu
k implikuje existenci Hadamardovy matice fddu 2k. Necht H je
Hadamardova matice fddu k a uvazme matici H' = (g _g) Po-
tom plati:

HT HT H H
1T 171 _
wra = (e e ) (5 ) -

 (HTH+HTH H"H-HTH\ (2k1; 0 o1
“\HTH-HTH HTH+HTH )~ \ 0 2k1,) "%

Zapisem 1, resp. 1o myslime jednotkovou matici k x k, resp. 2k x 2k.
Hadamardovy matice i4du 1 a 2 jsou matice (1) a (}_7); matice
fadu 2!, I € N pak lze vytvofit uvedenym postupem.

Necht H je Hadamardova matice fddu k > 2. Matice H TH ob-
sahuje mimo diagonalu nulové prvky — to znamend, ze fadky ma-
tice H jsou na sebe kolmé. Protoze jsou vSak tvoreny 41, musi mit
nutné sudou velikost, nebot z k — i jedni¢ek a 4 minus jedni¢ek nulu
neposCitame, je-li k£ liché.

Ze vztahu HT H = k1 plyne |det H| = Vk*F = k*/2. Determinant
Hadamardovy matice ¥4du k muze mit tedy pouze hodnotu +k*/2.

Posledni nedokézané tvrzeni je, ze existuje-li Hadamardova ma-
tice H urcité velikosti, existuje také stejné velkd Hadamardova ma-
tice, jejiz prvni fadek a sloupec obsahuje pouze +1. Pokud je totiz
néktery prvek prvniho fddku —1, potom zménime znaménko vsech
prvku sloupce, ktery obsahuje tento prvek. Stejné postupujeme i
v piipadé prvkia prvniho sloupce (ménime samoziejmé znaménko
prvkid na fadku). Je snadné si rozmyslet, ze tyto tpravy neovlivni
hodnotu sou¢inu HT H. *DK
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14.8 ZAakladni vektorové identity v R?
Ukol: Dokazte vektorové identity:
ax(bxc)=bla-c)—c(a-b)

(axb)-(cx d) = (a-(b-d)— (b )(a- )
(ax b) x (cxd) = b(a-(cxd))—a(b-(cxd)

Rozmyslete si, které zavorky jsou v uvedenych vyrazech zbytecné
a které naopak musime bezpodminecné psat. Déle si uvédomte, ze
pravou (i levou) stranu lze zapsat v mnoha riiznych tvarech uzitim
napi. a-b= b-a, ¢a = ag, ... Skaldrnim sou¢inem myslime kanonicky
soucin a-b=3°_ ab;.

Reseni: Dikaz provedeme pomoci soufadnicového zépisu operaci
vektorovy souéin (x) a skaldrni soudin (-). Vysledkem vektorového

souéinu dvou vektoru je opét vektor, jehoz i-tou slozku muzeme
vyjadiit takto (uzividme FEinsteinovu sumacni konvenci)

(a X b)i = ez-jkajbk .

Levi-Civittiv symbol €;;; jsme definovali v pitkladu 6.1 a vice se
0 ném pojedndva v 19.5, kde jsou odvozeny nékteré jeho vlastnosti.
Pii odvozovani vektorovych identit pouZijeme z téchto vlastnosti
pouze vztah (189)

€ijk€lmk = 0it0jm — Oim0ji (102)

a déle budeme mit na paméti, Ze €;;; je totdlné antisymetricky.
Vysledkem skaldrniho soucinu dvou vektoru je &islo, které miizeme
zapsat jako

a-b= Jijaibj = aib,- = a]-bj s

kde 4;; je Kroneckeriv symbol.
Nyni k prvnimu vzorci, ktery chceme dokézat.

(a X (b X C))z = eijkaj(b X C)k = eijkajeklmblcm
Nyni pfisel ¢as pouzit identitu (102)

€ijkQjEImkbiCm = (0:10jm — Oimj1)a;bicm =
= ubl(5jmajcm) - 5z‘mcm(5jlajbl)
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Pouzili jsme €jmr = €gim. Uvédomime si, ze ;b = b; a djmajcm =
a- ¢, a muzeme pro libovolné i psat
(ax (bxc),=bi(a-c)—ci(a-b),
jinak Feceno ax (bx c) = b(a-c) — c(a- b), neboli ,,identita bac minus
cab”.
Odvozeni druhého vzorce provedeme rychleji.

[((ax b)-(cx d)]z- = €ijka;br€iimCidm = €jri€imiajbrcidy, =
= (010km — Oki0jm)ajbrcidm = 01a;C10kmbrdm — OpibrciOjma;dm =

=T(a-c)(b-d) (b~ O)(a- )],

Posledni vzorec lze snadno odvodit z prvniho vzorce, pokud ozna¢ime
v = ¢ X d. Pokud se vSak ¢tendri zalibilo po¢itdni se symboly e;;p,
muze pouzit nisledujici postup:

[(a X b) X (C X d)]z = €k (ejlmalbm)(ekmcndo) =
= (Ekijelmj)eknoalbmcndo = (6kl6im - 5km5il)6knoalbmcndo =

= 0k10im €kno@bmCndo — Opm0il€kno@ibmcndo, =
= biakekmcnda — aibkfknocndo = [b(a . (C X d)) — a(b- (C X d))]

it

*VP

14.9 Chovani smiSeného soucinu pri linearnich
transformacich

Ukol: Ukazte, ze plati ( - je skaldrni soucin, x je vektorovy soucin,
A je libovolny linedrni operétor a pohybujeme se v R® )

Au-Avx Aw = u-vx wdet A
Au-vxwHu-AvxwH+u-vXx Aw=u-vxwlIrA
Au-Avx w+ Au-vx Aw+u-Avx Aw =
=1((TrA)? - Tr A%)u-vx w

Reseni: Budeme pouzivat Einsteinovu sumaéni konvenci. Nejprve
uvéiime tvrzeni det A = €5 Ai1 Aj2Ars a poté jiz nenf tézké ovérit,
ze (indexy l,m,n jsou volné a neséitd se pfes né) gymndet A =
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€ijkAitAjm Akn (0bé tvrzeni jsou vysvétlena v piikladu 19.5). Nyni
snadno dokazeme prvni tvrzeni

Au- Av x Aw = €4 Aai AjmVm Agnwy, =
= (€ijkAit AjmAkn) WVmWn = ElmnUUmWydet A= u-vx wdet A.
K dukazu druhého tvrzeni pouzijeme posledni identitu z pfikladu
19.5, ktera tika, ze
€ijkOtm = EmjkOil + Emkibji + EmijOki.
Zatneme upravovat pravou stranu.
u-vx wlr A = O A€tV w =

= emjk (Ot Amit;) Vjwk +Emriths (051 AmiV;) Wi +EmijuiVy (OriAmiwg)
Toto je ale pfimo vyraz Au-vX w+ u-AvX w+ u-v X Aw, a to
rozepsany do slozek. Druhé tvrzeni je timto dokazéano.

Dikaz posledniho tvrzeni provedeme uZzitim prvni identity
z piikladu 19.5

5ln 5mn 5kn
ElmkEnop = det | 910 Omo Oko | - (103)
Otp Omp Okp
Nejprve si ale uvédomime, ze plati
1 1 1
EfijkglmkAilAjm =3 (6it0jm — Gim0ji) AitAjm = 2 ((Tr A)*—Tr A4%)
Opét zatneme upravovat pravou stranu.
1 2 2
5((’1‘1‘ A)? —Tr A*)u- v X W= €ijkEimkAiAjmEnoplinVoWp =
1
= Esijk' (slmksnop) AilAjmunvowpa
na souéin v zavorce pouzijeme identitu (103) a vysledkem je
1
SEijk (Aitw AjmUmwi, + AU Ajm Wtk + AjgWiAjmUm Uk —
— A Ajmtmwi — AgwiAjmUmur — A AjmWmvk) ,
nyni staci vyuzit toho, ze ;55 = —€jix apod. a vysledkem je leva
strana dokazované rovnosti. *VP
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14.10 Komutatorova binomicka formule

Ukol: Dokazte nasledujici formuli s binomickymi koeficienty a
sloZzenymi komutatory, ktera rika, jak lze prokomutovat C™ pres B.

-1
C"B = BC" —n[B,CIC"" + %[[B,c],c] chro

.+ (=1)"[...[[B,C],C],...,C] . (104)

Reseni: Zvolime si matici C' pevné a definujeme operatory
K(B)=[B,C], L(B)=0CB, R(B) = BC.

pusobici na prostoru redlnych matic n x n. Nejprve se pfesvéd¢ime,
7e zobrazeni K a R komutuji

K(R(B)) = K(BC) = [BC,C] = [B,C]C = R([B,C]) = R(K(B)).

Muzeme proto vyuzit binomické formule

~ n!

L["=(R-K)" = Z(—l)kan_kK’“. (105)
k=0

Ostrym pohledem na rovnosti (104) a (105) zjistime, ze Fikaji totéz,
pokud nechdme ¢leny v rovnici (105) pusobit na B. Levou stranu
rovnice (104) je t¥eba ¢ist jako ,,operdtor ndsobeni matici C zleva”
umocnény na n-tou, tj. L™. Oznaceni K, L, R jsme volili jako zkratku
slov ,,komutator”, ,levd” a ,,prava”. *LM,MZ

14.11 Laplacetv operator ve sférickych souradni-
cich

Ukol: Najdéte vyjidieni Laplaceova operdtoru ve sférickych soufad-

nicich v R™.

vevs

tvar Laplaceova operdtoru v libovolnych ortogonélnich soufadnicich.

Uvazujme kartézské soufadnice xi,...,x, v prostoru R"
a zavedeme v ném nové soufadnice zi,...,2, vztahy 2z =
Zk'(xl’ re 7xn)'
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Transformaéni pravidlo pro derivace podle soufadnic dostaneme
z véty o derivovdni sloZené funkce: pokud oznaéime formdalni’?
tadkové vektory gradienti

IN_(9o 9 9N\_(o 9
ox) ~\oz 7 02,) \0z) " \0a 02 )"

iikda tato véta, ze

0 0 Ox;
(62) (8x> I de Jij 0z’ (106)

pficemz derivace podle x na pravé strané nepusobi na elementy ma-
tice J, jde o Cisté algebraické nasobeni matic. Matice J se nazyva
Jacobiho matice.

K vyjadfeni Laplaceova operdtoru pouzijeme nejprve kartézské
soufadnice 1, ..., Ty, kde je to soucet druhych parcidlnich derivaci
podle jednotlivych soufadnic, a pak pfejdeme pomoci (106)
k soufadnicim z1,...,2,

2= () () - (@) e (@) o

Jesté jednou zdUraznéme, ze prvni gradient v (107) nepusobi na
matici J !, kterd pochdzi z (106). Aby se to nepletlo, oznaéime ¢leny,
které musime derivovat prvnim z gradientt, sipkou 1. Rovnice (107)

pak bude vypadat
T
A= (%) J‘1J1T<8%) . (108)
LI

Predstavujte si to tak, ze (108) rozepiSeme jako souéin maticovych
elementu, pfiCem?Z prvni z operdtoru derivace pfilozime k souéinu
téch ¢lent, na které ukazuje sipka.

Nyni uz se konetné pustime do pocitdni. Na tomto misté
pouzijeme pozadavek ortogonality soufadnic z1, ..., z,, ktery netrika
nic jiného, nez ze matice

D=JTJ (109)

72Tim mame na mysli, ze bychom méli spravné fikat: pro zadanou (hladkou)
funkci f(z1,...,%n) uvazujme vektor (8/0X)f = (0f/0z1,...,0f/0zxn).
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mé byt diagondlni. Jeji diagondlni elementy Dgr = > jdikdik =

Zj(g%i)? oznaéme A2 (A, > 0 jsou tzv. Laméovy koeficienty™).

Dosazenim z (109) do (108) méme

T

A= (3) D—1JTJD—1T(3) .
0z 0z
1 5

Rozmyslete si, ze nyni muzeme pouzit vzorec pro derivaci soucinu
funkci. S vyuzitim D = DT mizeme tedy napsat A jako

T T T
9N pryr oo (2 1up 1 (2 1up (2
0z 0z 0z 0z
t T
T
(110)
Jednotlivym é&lentim tohoto vzorce se budeme vénovat zvI1ast —
prvni, ktery ndm da nejvic prace, si nechdme na konec a zatim se
spokojime s druhymi dvéma.
Tedy za prvé, diky (109) plati

Y\ 2 fONT (8N . _i(0\
(@D”W?GJ—GJ?GQ—

Za druhé,

9 pyrap i (OY (D) pa(8) g1
(82) bJJD (32) “\ oz D 0z) Z A2 9z2°
t t

(112)

73Pfedstavme si ,,polednik” v soufadnicich {z;} pfislusny k zj (tj. vechny z;,
1 # k jsou konstantni) a te¢ny vektor k nému. Délku tohoto vektoru definujme
jako délku oblouku (ku Azg), ktery po poledniku opiSeme, pokud zménime zj,
0 Az, (v limité Az; — 0). Takovy vektor je pravé k—ty sloupec matice J a jeho
délka je rovna Ag.
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Koneéné slibeny prvni ¢len v (110) (oznacme jej tfeba B) rozepiSeme
do slozek:

B= Za /\2 T ;]7\k/\28k (113)

Index j se vyskytuje jenom ve dvou ¢lenech a muzeme pies néj
snadno vyséitat (pouzijeme pfitom zdménnost parcidlnich derivaci
— hédejte, kde)

0Jik 190 2 (109) 10X? o\
gT 94

=_-— J =XNi—.
; 4 9z Z ﬂ 282k2( ﬂ) 20z * Oz,
Dosazenim do (113) uz dostaneme piijemnéjsi vyraz

1 0\ 0
B= Z)\)\ azkazk

Oznacime-li jesté A = T[], i, miZzeme se zbavit sumy pfes i:
22i(1/X:)(0Xi/0zk) = (1/A)(OA/Dz).
11 /0 0
B = —— | =—A)—. 114
% A)\% (azk ) sz ( )

Koneéné na dplny zdvér muzeme slozit (111), (112) a (114) zpét do
jednoduchého vzorce

9
i (115)

> |

"9
kZa—

Vratme se jesté ke sférickym souifadnicim. Naznaéime induktivni
postup, jak je zavést v R™.

MI =

n=2 n=3 n=4
T] =TCOS®Y] 1 =TCOSP1COSPa X1 = T COS (1 COS Y3 COS P3
To = 7Ssin @3 To =7SIn 1 COS Yy Ty = TSin @Y1 COS P2 COS P3
T3 = 7 sin @9 T3 = 7 Sin @9 Cos 3
T4 = rSsin @3
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Uhly ¢ pro k = 2,3,... bereme z (—%,%) a ¢1 2z (—m,m).
Napriklad pii prechodu od n = 2 k n = 3 jsme k dosavadnim
soufadnicim pfidali dhel 2, ktery popisuje odchylku polohového
vektoru daného bodu A od roviny R?. Soutadnice z1, zo tedy musime
vynasobit cos g, soutadnice 3 bude ziejmé 7 sin 3. Pro vyssi n je
postup stejny, posledni dhel ¢, _1 je vzdy uhel mezi polohovym vek-
torem bodu A a rovinou R*~!.

Laméovy koeficienty vyjdou po fadé

A(r) =1
A1) = rcos p2cos Q3. ..COS Pn_1
A(p2) = rcos p3...coson_1

Apn_2) = rCOS Py _1
)‘((pnfl) =T,

n—2

a tedy A = r"!cos pzcos? p3...cos" 2 g, _1. Dosazenim do (115)

po snadné upravé dostaneme

1 0 ,,0 <11 1 & .., 0
= T2 =t 9 sl (116
=197 or +}; A2 cosk—1 o Doy, Cos™ Pk Opr’ (116)

coz muzeme také piepsat jako

#? n-10 1708 0
A= — 4 ——— | =— — (k-1 —
or? + r Or +I§ A2 [Bgoi (k )tg(pk&pk

Specidlné pro n = 2,3 vyjdou znadmé vztahy

A _l0,0 18

rdr Or  r20¢?

19 ,0 1 0? 1 3} 3}
ST 2o or 72 cos? @y Op? 7'2005(,028—902%58026—(,02'

U sférickych soufadnic v R? byva zvykem pouzivat oznaéeni ¢ = ¢
a g =1 *xTB
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15 Jordan hledi pozitivné

15.1 Birkhoffova véta

Ukol: Nechf A Jje bistochastickd matice, neboli matice s nezapor-
nymi elementy, jejiz vSechny fddkové a sloupcové soucty jsou 1.
Dokazte, ze A je konvexni kombinaci permutacnich matic. Toto
tvrzeni se nazyva Birkhoffova véta.

Pojem konverni kombinace vychazi z geometrické predstavy: pro
X1,---,X, € V je konvexni kombinace libovolnd linedrni kombinace

n

n
Zaixi, kde ay,...,an € (0;1), Zaizl.

=1 =1

Napiiklad pro V = R? tvoii viechny konvexni kombinace t&chto
vektoru konvexni n—udhelnik s vrcholy v xi,...,%, (ve specidlnich
piipadech muze ale byt tento obrazec degenerovany, napiiklad pokud
jsou vSechny vektory kolinedrni).

Permutaéni matice P, je matice linedrniho zobrazeni R* —
R™, které permutuje slozky vektoru podle permutace 7, napiiklad
P, (v1,v9,v3,v4) = (v2,vs3,v1,v4). Tato matice tedy obsahuje n
jednic¢ek na mistech 1m(1),...,nm(n) a zbytek jsou nuly. Jinak
feceno, v kazdém fadku a v kazdém sloupci je pravé jedna jednicka.

Pii dikazu Birkhoffovy véty by se mohlo hodit toto tvrzeni (#):

Necht G je bipartitni graf (viz dvod ke kapitole 7) s partitami V;
a Va stejné velikosti. Necht mé kazdd mnozina vrchold W C V;
alespon |W| sousedt (v partité Vs ), potom graf G obsahuje perfektni
parovani, tj. |Vy| riznych navzdjem neincidentnich hran.

Reseni: Predpoklddejme, ze existuje bistochastickd matice, kters
neni konvexni kombinaci permutaénich matic. Uvazujme néjakou
matici A, kterd obsahuje mezi viemi témito maticemi co nejméné
nenulovych slozek. Ziejmeé je poet nenulovych slozek matice A ale-
spoii n + 1: kazdy ¥adek (a sloupec) musi obsahovat alespon jednu
nenulovou slozku a bistochastickd matice s n nenulovymi slozkami je
matice permutaéni. Uvazujme nyni bipartitnf graf, jehoz jedna par-
tita je tvofena indexy f4dka matice a druhd indexy sloupct matice.
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Vrcholy grafu odpovidajici néjakému fadkovému a sloupcovému in-
dexu jsou spojeny hranou pravé tehdy, pokud jim odpovidajici prvek
matice je nenulovy. Nyni ukdZeme, Ze jsou splnény piedpoklady
tvrzeni (M), a tedy Ze tento graf obsahuje perfektni parovani.

Uvazujme pro matici A libovolnou mnozinu fddkovych indexu I
a ozna¢me J mnozinu indexu vSech sloupcu, v nichZ se na nékteré
fadce z I vyskytuje nenulovy prvek. Souéet vSech prvka v fadcich
s indexy z mnoziny I je |I| (uvazovand matice je bistochastickd) a
soucet vSech prvki ve sloupcich s indexy z mnoziny J je |J|. Soucet
prvkia v téchto sloupcich na fadcich s indexy z mnoziny I je pak
nejvyse |J|, nebot na téchto fddcich jsou jiz v ostatnich sloupcich
samé nuly. Dosli jsme tim k |I| < |J|, coz nds opraviiuje pouzit
tvrzeni (#).

Uvazovany bipartitni graf tedy obsahuje perfektni parovani a
tomu pfirozenym zpusobem odpovidd néjakd permutacni matice,
oznatme ji P. Déle oznatme m nejmensi ze vSech prvka matice A
na mistech nenulovych prvka matice P. Matici A lze zapsat jako
konvexni kombinaci

A—7P

A=nP+(1-m) T

(117)

matice P a matice %. Prvni z téchto matic je permutaéni, druhd
je bistochastickd (ovéfte; pro¢ jsou prvky A — wP nezdporné?) a
m4é o alespon jeden nenulovy prvek méné nez matice A: o ten (ty),
které jsou nejmensi na mistech odpovidajicich nenulovym prvkiam
matice P. Podle predpokladu na tuplném zacatku feSeni lze tedy
matici Al__’;rp vyjadiit jako konvexni kombinaci permuta¢nich matic.
Potom mus{ ale i matice A, vyjddfend pomoci (117), byt konvexn{
kombinaci permutaé¢nich matic (lze také Fici, ze konvexni kombinace
konvexnich kombinaci je opét konvexni{ kombinace), ¢imz je dikaz

hotov. *DK

15.2 Stochastické matice

Ukol: Necht A Jje stochastickd matice, neboli matice s nezapornymi
elementy, jejiz sloupcové soucty jsou jedna. Dokazte, zZe pokud je A
nerozlozitelnd (viz piiklad 14.6), pak existuje pravé jeden vektor v,
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jehoz soucet slozek je jedna, takovy, ze Av = v. Ddle ukazte, Ze ma
tento vektor pouze nezaporné slozky.

Reseni: Nejprve dokazme existenci. Jednicka je vlastnim ¢islem ma-
tice A, nebot matice A — 1 je singuldrni: jeji sloupcové souéty jsou
nula, a tedy jsou jeji fadky linedrné zavislé. Nechf v je vlastni vek-
tor piislusny k vlastnimu ¢éislu 1. Pro spor nyni pfedpokladejme,
ze nékteré jeho slozky jsou kladné a jiné zdporné: oznacme I, in-
dexy jeho kladnych slozek a I indexy jeho zadpornych slozek. Jelikoz
A;; > 0, plati

Dovi=D D Ay =

iely iely j
= E E Aijv]- + E E Aijvj < E v; + E E Aijvj .
iely jel, iel, jel. jely iel, jel.

Odtud je vidét, ze Ziebr > jer. Aijvj = 0,a tedy pro vSechny i € I,
a j € I_ plati A;; = 0. Pferovndme-li nyni fddky a sloupce matice
tak, aby fadky (a stejné i sloupce) s indexy z mnoziny I, byly nyni
na prvnich fadcich (sloupcich), dostaneme matici v blokovém tvaru

B C
(65)
neboli jsme ziskali rozklad matice A (viz opét piiklad 14.6). Te-
dy musi vektor v obsahovat pouze neziporné slozky, a délime-
li jej souctem jeho slozek (ktery je nyni automaticky nenulovy),
dostaneme vektor se souctem slozek jedna.

Nyni dokézeme jednoznacénost vektoru v. Necht v a w jsou dva
rizné vlastni vektory pfislusné vlastnimu éislu jedna takové, ze
soucet jejich slozek je jedna. Vektor v — w je pak také vlastni vek-
tor piislusny k vlastnimu ¢islu jedna; jeho soucet slozek je nula,
a tedy obsahuje jak kladné tak i zdporné slozky, coz ovSem neni
mozné. Dokézali jsme tim, zZe existuje pravé jeden vektor v spliujici
podminky zadani piikladu. *DK
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15.3 Nilpotentni matice

Ukol: Je ddna matice

2 3 4 5
-1 -1 -2 -2
A= 0 1 0 1
0-1 0-1

Ukazte, Ze je tato matice nilpotentni, a uréete nejmensi n € N, pro
které plati A™ = 0. Naleznéte jeji Jordantv kanonicky tvar Ja a
zapiste ji jako QJ,Q .

Reseni: Vime, 7e linedrni zobrazeni na koneénédimenziondlnim
prostoru je pravé tehdy nilpotentni, kdyz ma jediné vlastni cislo, a to
nulu. Za¢neme tedy s uréenim charakteristického polynomu. Muzeme
jej bud’to pifmo spoéitat jako x(A\) = det(A — A1) (je vyhodné de-
terminant rozvinout podle prvniho sloupce), nebo muzeme pouzit
tfeba vzorce

XA =M= NTrA+ ) A —A> A +detA,

i<j %

viz piiklad 9.5, vztah 59 (odvozeni podobného vzorce pro matice 3x3
je v piikladu 9.10). V tomto vzorci rozumime symboly A; ;, resp. A;
determinanty matice A, s dvéma, resp. jednim vynechanym fadkem
a sloupcem™. Pro srovndni uvddime A; = Ay = A3 = A4 = 0,
A1 =A424=0,A13=-1,A14=2, Ay 3 =—2, A3, =1 a déle
pak TrA=0a det A=0.

At uz tak & onak, charakteristicky polynom vyjde x(A\) = A, a
tedy je nula skuteéné jedinym vlastnim éislem matice A. Vzhledem
ke kanonické bazi bude tedy A odpovidat né&jakému nilpotentnimu
zobrazeni ¢, : R* — R*. Podle véty o struktufe nilpotentniho zo-
brazeni budou existovat maximélni fetézce, jejichz vektory budou
tvoiit bazi R?.

Piipometnime, Ze u nilpotentniho zobrzeni N : R® — R" jsou

"4Napifklad Az 3 je determinant matice 2 x 2, kterd vznikne z A vynechénim
druhého sloupce a fadku a tfetiho sloupce a Ffadku.
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Tetézce

(118)

v§“)4’—>..."5—1¥v§€m) ¢NO,

sipka ik napiiklad, ze ¢n(4") = v5" nebo ¢n (1)) = 0, neboli
posledni vektor v fetézci je vzdy vlastnim vektorem ¢p. Aby mohly
tvofit tyto vektory bazi R™, musi byt soucet jejich délek ki, ..., kn
roven n. Navic plati véta pro libovolné fetézce, které vyhovuji tomuto
schématu: Pokud jsou koncové vektory Fetézcti (v naSem schématu
v,(cll), e v,(v:) ) linedrné nezavislé, pak jsou linedrné nezavislé véechny
vektory ve schématu.

Vzhledem k bazi (118) md pak ¢y blokové diagondlni matici,
nebot pokud ozna&ime linedrni obal vektort i-tého Fetézce V;, pak
pro x € V; je opét ¢nx € V;. Pokud bazi V; napiSeme v poradi

{v,(cll), cey vgl)} ={a1,...,ak }, maji tyto Jordanovy bloky (velikosti
ki X kl) tvar

010...0

001 0

000 1

000...0

nebot ¢n(a;) = 1laj_1, a tedy v j—tém sloupci je jednicka na (j —1)-
nim Fadku a jinak jsou v§ude nuly. V prvnim sloupci jsou nuly v§ude,
nebot ¢ya; = 0.

Nynf se vratime k zobrazeni ¢ : R* — R*. Abychom ur¢ili Jor-
danuv tvar ¢4, potfebujeme zndt pouze strukturu Jordanovy béze,
tedy délky (a pocet) Fetézcu (118), nikoliv konkrétni vektory v tomto
schématu; to bude prvni krok. Teprve abychom mohli zapsat A jako
QJ4Q !, musime tyto vektory najit, a to u¢infme v kroku druhém.

Uréeni struktury Jordanovy baze zobrazeni ¢4

Pro zobrazeni ¢4 existuje urcité schéma typu (118). VSimnéme si,
které jeho vektory lezi v Ker ¢ 4: jsou to pravé posledni (vpravo lezici)
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vektory vsech fetézcu. Jelikoz vsechny vektory v tomto schématu
tvoif bazi R? (kazdy vektor z R? lze zapsat jako linedrni kombi-
naci téchto vektort), tvoii posledni vektory vsech fetézci v (118)
bdzi v Ker ¢ 4. Tedy pokud naopak zjistime dimenzi Ker ¢ 4, budeme
védét, kolik je téchto poslednich vektoriu. Jinak feceno, dim Ker ¢ 4
udévé pocet viech Tetézcu.

Podobné bazi Ker (¢4)? tvoif posledni a piedposledni vektory
véech fetézcti. Tudiz dim Ker (¢4)? —dim Ker ¢ 4 uddvé pocet retézci
délky alespori dva. V§imnéte si také, ze dimenze kerneli mocnin ¢ 4
tvoii ostfe rostouci posloupnost az do ¢'¢', kde m je délka nejdelstho
fetézce. Dimenze v8ech dalsich kernela jsou jiz stejné a jsou rovny
poctu vektort v celém schématu (dimenzi celého prostoru n).

Dimenze kernelll ¢, ($4)?, ... miZeme uréit v libovolné bazi.
Zvolime-li si kanonickou bézi, musime spoéitat A, A2, ... a najit
napiiklad hodnosti téchto matic (dimR" = dim Ker A" +dim Im A™).
Pokud nebude hodnost matice (pocet linedrné nezdvislych fadku)
vidét okamzité, prevedeme ji gaussovskou eliminaci na horni troj-
thelnikovy tvar.

(1)+(2)—(1")
2)+(1)—(2)
—(2)+3)=(3)

; ) 12923
LT o0 aa)=2 =
0000 dimKergy =4—2=2,
0000
1 2 2 3
e [-1-2-2-3) ha)=1=
1 -2 -2 -3 dimKer ()2 =4—1=3,
1 2 2 3
0000
o [0000) mAH=0=
“loooo dimKer (1) =4 —0=4.
0000

Vypocet A3 jsme si jiz mohli jisté usetfit, nebot z dim Ker (¢4)? < 4
plyne dim Ker (¢4)% > dimKer (¢4)?, a tedy zbyva pouze moznost
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dim Ker (¢4)% = 4. Schéma (118) m4 tedy pro ¢4 tvar

(vgl) =a4) > (vgl) =a3) > (vgl) =a)—0

119
(v§2)zag)—>0, (119)

méame dva fetézce, jeden délky k1 = 3 a jeden délky ko = 1 a stupen
nilpotence ¢4 je tfi (¢% = 0). Vsimnéme si, 7e zatimco Hamilton—
Cayleyova véta ndm zaruéuje, ze x(A) = A* = 0, mohou existovat
i polynomy p niz§tho stupné nez x, pro ktery p(A4) = 0. Minimdin{
polynom je ten z nich™, kterj ma nejmensi stuperi. V nasem piipadé
je to p(z) = x°.

V bézi a1, as, a4, a2 ma zobrazeni ¢4 matici

0100

0010
Ja=10000
0000

Nalezeni Jordanovy baze pro ¢4

Abychom mohli zapsat A jako QJaQ~!, musime uréit vektory
v schématu (119) vzhledem ke kanonické bazi. Misto zobrazeni ¢4
tedy budeme ddle pracovat s matici A.

Zaruceny zpusob pro obecnou nilpotentni matici V typu n X n
je nasledujici:

1’. Uréime néjakou bazi Im N™~1, kde m je stupeii nilpotence N.
To jsou koncové vektory viech nejdelsich fetézcu (tedy fetézcu
délky m — 1) — predstavte si N™ !x, kde x je obecny vektor
zapsany v bazi (118).

2’. Tyto koncové vektory doplnime na celé fetézce, tedy feSime
1) 1) pu [ are o

soustavy typu Nv; ', = v, °. Pfitom mame na paméti, ze

z linedrni nezdvislosti koncovych vektori, které jsme uréili

v bodé 1’, plyne nezavislost celych fetézcu.

3’. Bézi Im N™ ! doplnime na bizi Im N™ 2 N Ker N. Tyto
nové vektory jsou koncové vektory vsech fetézcu délky m — 2
(pfedstava je podobné jako v bodu 17).

75Miniméalni polynom je uréen jednoznaéné az na nasobek &islem.
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4’. Nové koncové vektory doplnime na celé fetézce.

5’. Dopliiujeme vzdy bézi Im N NKer N na bazi Im N'"'NKer N

a tyto nové vektory rozsifime na celé fetézce. Skonéime ul = 1.

Uvedeny zptisob je znacné zdlouhavy, 1>
nebot hledén{ vzorii je nepomérné naroé-
néjsi nez hleddni obrazi. Jeho vyznam
spoCiva v tom, ze predstavuje zarucenou

cestu jak hledané vektory najit a slouzi %

3.

s
s

pfi dikazu véty o struktufe nilpotentniho 3.
zobrazeni. Pro prakticky vypocet pouzi-
jeme jiny postup: fetézce budeme tvofit 4.
od levého konce”™. Pro vétsi ndzornost
jsou oba postupy naznaceny na obrazku
vpravo: Jordanova baze se v tomto piikladé skldda ze dvou Fetézcu
délky pét, jednoho fetézce délky Ctyfi a jednoho délky jedna. Vek-
tory, které jsme v daném kroku nasli, jsou znaceny vySrafovanym
polickem, vektory, které jsou zndmy z predchozich kroku, jsou
znaceny Sedymi policky.

I

1. Najdeme dimKer N™ — dim Ker N~ ! nezévislych vektort
v Ker N™ \ Ker N™~1. To budou levé koncové vektory vsech
nejdelsich fetézct (délky m).

2. Dopocitdme celé fetézce (opakované nidsobime koncovy vektor
matici N). Pokud jsou tyto Fetézce zdvislé (to pozndme na
pravych koncovych vektorech), musime zvolit v bodu 1 vektory
jinak a zkusit to znovu.

3. Z fetézcu, které jsme spocitali, vybereme vektory, které ne-
jsou v Ker N™ 2 (na obrazku vyse jsou to zakifzkovand
policka). Pokud je téchto vektorti méné nez dimKer N™ —
dim Ker N™~2 doplnime je vektory z Ker N™ \ Ker N™~2 na
tento pocet a dbame, aby celd mnozina byla linedrné nezavisla.
Nové vektory jsou pocatecni vektory fetézcu délky m — 1.

76Tento postup méa v obecném piipadé uréitou nevyhodu. Kdyz vytvoiime
novy fetézec, musime se presvédcit, ze je linedrné nezdvisly s pfedchozimi fetézci,
neboli, ze koncové vektory (vpravo) viech jiz vytvofenych Fetézci jsou nezavislé.
Pokud tomu tak neni, musime posledni fetézec vyfadit a zkusit jiny.
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4. K novym vektorum (pocateénim vektoriim fetézca délky m—1)
dopoditame Fetézce. Pokud budou vektory na pravych koncich
véech doposud spoéitanych fetézcu zdvislé, musime bod 3
opakovat (doplnit vektory jinak).

5. Pokracujeme (opakujeme body 3 a 4), a7 ziskdme n linedrné
nezavislych vektoru, tedy bazi celého Ker N™ = R™.

Jak dopadne tento postup z naSem piipadé? Nejdelsi fetézec mé
délku m = 3, hleddme tedy nejprve’” 4 — 3 = 1 vektor z Ker A3\
Ker A2. Zvolime napiiklad ndhodné a4 = (1,0,0,0)T € Ker A% = R?
a jelikoz A%a; = (1,—1,—1,1)T # 0, je tato volba moznd (bod 1).
Tento vektor doplnime na cely Fetézec: a3 = Aay = (2,—1,0,0)T a
a; = Aaz = (1,-1,-1,1)T. Jelikoz je fetézec jen jeden, problémy
s ovéfovanim linedrni nezdvislosti nejsou (bod 2). V schématu zaddné
fetézce délky dva nejsou, tedy body 3 a 4 odpadaji; podrobnéji:
ze spocitaného fetézce vybereme vektory ay, as (a; lezi v Ker Al) a
zjistime, Ze je jich skute¢né dim Ker A®> — dim Ker A! = 2 (bod 3).

Kone¢né (bod 5, nebo taky opakovany bod 3) potfebujeme do-
plnit fetézec a; — a3 — a; — 0 pocateénimi vektory vSech fetézcu
délky jedna, a to tak, aby byly viechny vektory nezdvislé (opakovany
bod 4). Stagi tedy nalézt libovolny vektor z Ker A linedrné nezavisly
na a;. Bud mizeme vyfesit soustavu Aay = 0

2 3 4 5 (32)1 0
-1 -1-2-2 (22)2 o 0
0 1 0 1 (22)3 o 0
0-1 0-1/ \(ay)s 0

a vybrat vhodné fesen{ (tedy Fesen{ nezavislé na a;), nebo mizeme
vektor elegantné uhodnout. V nasem piipadé se nabizi vektor a; =
(-1,-1,0,1)T.

Vektory ai, as, a4, az zapiSeme do sloupct matice @ (viz piiklad
4.9 & 15.4), a tedy pro

o= (( () ()= | 0

7Tdim Ker A% = 3,dimKer A% = 4
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bude platit A = QJ QL. *PK, KV

15.4 Jordanuv tvar poprvé
Ukol: Najdéte Jordaniiv tvar matice

010
A=|-440
-212

a matici C, ktera prevadi A na Jordanuv tvar J,.

ReSeni: Abychom zjistili, jaky je Jordaniiv tvar matice A, po-
tfebujeme nejdiive najit vlastni &isla A. Vlastni &isla jsou kofeny
charakteristické rovnice:

A 1 0
det(A—Al)=det | —44—X 0 |=
—2 1 2-2)

— (- nde (T, 1) -

=2-N((A-Hr+4)=-(1-2)°.

Nasli jsme trojnasobné vlastni ¢islo A; 2 3 = 2. Na diagonale J4 bude
proto vsude ¢islo 2.
200
Ja = 029 ,
002

kde misto kazdého ze symboli ¢ miize byt bud jedni¢ka nebo nula.
Vsimnéme si, ze oba prvky ¢ nemohou byt nula, protoze pak by byla
Ja nasobkem 1, a tedy QJ4Q ! = J4, coz neni totéz co A. Abychom
rozhodli otdzku, co napsat za ¢, prozkoumame strukturu kofenového
podprostoru.

Matice A — 21 m3 jediné vlastni &islo a to nulu, a tudiz je nilpo-
tentni. Muzeme na ni tedy pouzit cely apardt popsany v piikladu
15.3. Budeme tedy zkoumat prostory Ker (A —\1)7 g Ker?,, pficemz
A = 2. Pfipomindme, Ze plati

0 <dimKer} <--- <dimKer} =dimKer 7" =...,  (120)
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kde m je délka nejdelsiho fetézce Jordanovy baze. Prostor Ker y* =
Ker ’)'\’H'l = ... nazyvame korenovym prostorem vlastniho ¢isla A
(zna¢fme Ker ) a jeho dimenze je obecné™ rovna ndsobnosti tohoto
vlastniho ¢&isla (toto tvrzeni z pifkladu 15.3 pfimo neplyne; zminime
se o ném v pifkladu 15.8). V pfipadé jediného vlastniho ¢isla je tedy
dimenze kofenového prostoru rovna dimenzi celého prostoru (toto jiz
z 15.3 plyne).

Vime, 7e dim Ker% = n — h[(4 — A1)], kde n je rozmér matice
A. Spoctéme tedy

-210

(A-21)=| -420 | = dimKery =3-1=2
-210
000

(A-21)>=1000 | = dimKer2=3-0=3
000

Vypocet dimKer (A —21)> jsme si mohli klidné usetfit, protoze
pokud jsme zjistili, ze dimKer} = 2 < 3, pak musi byt v souladu
s (120) dimKer 3 < dimKer 2, a tedy nutné dim Ker3 = 3.

Nyn{ jiz zndme dimenze Ker § a miizeme uréit schéma Jordanovy
béze, tedy schéma typu (118). Z dim Ker ) = 2 plyne, ze existuji dva
fetézce. Jeden tedy mus{ mit délku jedna a jeden délku dva (aby byl
soucet délek tii). Lze to také vydedukovat z toho, Ze dim Ker3 —
dim Ker } = 1, neboli existuje jeden fetézec délky asponi dva.

A-21 A-21
v ST (A-21)v =70
( ) A—21 (121)
u — 0

a Jordaniiv tvar matice A (tedy matice zobrazeni™® ¢4 v bazi {(A —
21)v, v, u}) je nasledujici

210
Ja=Ja_oa1+Jon=Ja_21+21=]1020
002

Pii tipravach na za¢atku jsme vyuzili Jo = CAC~!, C(X+Y)C~1 =
cXCcl'+cycltacCcic!=1.

781 u matic s vice vlastnimi &isly, kde A — AL neni nilpotentni.
79Zobrazeni, jenz mé v kanonické bazi matici A.
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Zbyva najit matici C, kterd prevadi matici A na Jordanuv tvar
Ja, neboli matici spliiujici J4 = C~1AC. Matice C tedy musf vektor
ve slozkach vué¢i Jordanové bazi pfevést na vektor ve slozkdch vuci
kanonické bazi. Ve sloupcich matice C tedy budou postupné vektory
(A—21)v, va uv tomto poradi (viz piiklad 4.9).

Najdéme konkrétni vektory v a u pro schéma (121). Jinak:
hleddme vektor u, ktery je po prvnim ndsobeni matici (A — 21)
roven nulovému vektoru a vektor v, ktery je po prvnim ndsobeni
touto matici rizny od nulového vektoru. Pfitom musi byt vektory u
a (A — 21) v linedrné nezévislé.

Za vektor v vybereme tieba (0,0, 1)T a ovéiime, zda (A — 21) v#£
0. Bohuzel jsme vybrali Spatny vektor, protoze tato podminka neni
splnéna. Nevadi, zkusme zvolit v = (0,1,0). Nyni je (A —21)v =
(1,2,1)T, coz ndm jiz vyhovuje. Vektor u vybereme jako feSeni
rovnice (A—21)u = 0 a ddvdme jen pozor, abychom nevybrali
néjaky néasobek (A — 21)v; miZeme vzit napitklad v = (1,2,0)T.
Muzeme tedy napsat celou matici C a s ohledem na milovniky
néasobeni matic, kteii si budou chtit ovérit CJ,C~! = A, ji uvddime
is jeji inverzi

101 00 1
c=|(212], cl=[-21 0
100 10 -1

*VP

15.5 Jordanuv tvar podruhé

Ukol: Najdéte Jordantv tvar matice

1-3 3
A= -2-613
-1-4 8

a matici C, kterd prevadi A na Jordanuv tvar Jy.
Reseni: Spotitdme vlastni &isla matice A. Charakteristickd rovnice
je
1-x -3 3
det(A—Al)=det| -2 —6-X 13 |=—-(-1)>
-1 —4 8-
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Méme trojndsobné vlastni ¢islo Aj 2 3 = 1, coz znamend, ze Jordanuv

tvar matice A bude
100

Ja = 019 ,
001
kde kazdy symbol ¢ muze byt jednicka nebo nula. Co mame na-

psat nad diagondlu, budeme védét, az zjistime, jaka je struktura
kotenového podprostoru.

0 -33
h(A-—1)=dim| -2 -713 | =2 = dimKer;=3-2=1.
-1 -47

Hodnost matice A — 1 jsme zkusené odhadli: nemtze byt tii, nebot
det(A — 1) = 0, ale nemize byt také jedna, nebotf to by musely
byt vsechny fadky ndsobkem jednoho, coz nejsou. Jinak mizeme
samoziejmé matici také gaussovsky eliminovat. Dale prozkoumame

(A—1)2

39 —18
dim(A—1)>=dim |13 =6 | =1 = dimKer?=3-1=2
13 —6

I zde jsme mohli postupovat rychleji, bez pocitani celé matice (A —
1)2. Podle (120) musf byt dim Ker? > dim Ker {, tedy h((4—1)%) <
h(A—1), &li h((A—1)?) je bud jedna nebo nula. Zaéneme-li poéitat
matici (A — 1)? a zjistime-li, 7e uz prvek v jejim levém hornim rohu
je nenulovy, musi byt nutné h((A — 1)?) = 1.

Vzhledem k (120) je nyni jisté, Ze bude dim Ker 3 = 3. Jordanovu
bézi proto muzeme schématicky zapsat

vSB Aa-1)vSB a-1)2v S,
Piipomindme, 7e i v tomto (jednofddkovém) schématu je v prvnim
sloupci vpravo dim Ker} = 1 vektor, ve druhém sloupci zprava je

dim Ker ? — dim Ker } = 1 vektor a koneéné ve sloupci nejvice vlevo
je také dim Ker3 — dim Ker ? = 1 vektor.
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V tabulce je jeden fetézec délky tfi, a proto je Jordanuv tvar
matice A

Matice C' bude mit ve sloupcich vektory (4 —1)°v, (A—1)"v
a v, pricem? vektor v musi byt z Ker? \ Ker?%. Zvolime jej proto
libovolné z R? = Ker?$ a zkontrolujeme, zda (A — 1)%v # 0. Zkusme
to tteba s v= (1,0,0)T: snadno dopo¢itdme (A—1)v= (0,—2,—-1)T
a(A-1)%2v=(A-1)(0,-2,-1)T = (3,1,1)T a vidime, #e jsme zvolili
spravné. Pro matici C' a C~! (inverzi uvadfme pouze pro kontrolu)
pak mame

3 01 0-1 2
c=|1-20], ct=[0-1 1
1-10 1 3-6

*VP

15.6 Jordanuv tvar potreti

Ukol: Najdéte Jordaniiv tvar matice

w

= O N =
B W oY W
(= e}
(=Y
OOOJW

a matici C, ktera prevadi A na Jordanuv tvar J,.

Reseni: Charakteristickd rovnice matice A je

1-X2 =3 0 3
-2 —-6—-X 0 13
det (A — A1) = det 0 3 1_) 3 =

-1 —4 0 8-2A
1-Xx =3 3

=(=1*"P A =-AN)det| -2 —6-x 13 |=(A-1".
-1 -4 8-
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Matice A mé Ctyindsobné vlastni ¢islo A1 234 = 1. Dimenze Ker{
jsou

0-30 3
. -2-7013 ] _ . 1_ 4 _ o_
h(A-1)=h 0-30 3 =2 = dimKer;=4-2=2
-1-407
3 9 0-18
o 130 6] . o
R((A-1)")=h 39 0_18 =1 = dimKer;=4-1=3
130 —6

Podobné jako v pitkladu 15.5 ndm stacilo pii pocitdni (A — 1)? najit
jediny nenulovy element, abychom mohli s jistotou fici, Ze je hodnost
této matice jedna.

Dimenze posledniho podprostoru Ker$ je automaticky rovna
Ctyfem a Jordanova bize ma strukturu

vEBT - v Bt Uu-1)2v Bl
A1 (122)
u— 0.

Vidime tedy jeden fetézec délky tii a jeden fetézec délky jedna. Jor-
danuv tvar matice A je proto

1100
0110
0010
0001

Ja =

a zbyvd naplnit strukturni tabulku (122) odpovidajicimi vektory,
abychom mohli sestavit matici C.

Matice C' bude mit ve sloupcich po fadé vektory (4 —1)%v,
(A—1)'v, v a u. Vektor v zvolime libovolné z Ker3, musf ale
spliiovat podminku (A — 1)? v # 0. Vektor u je tieba vybrat tak,
aby (A — 1) u =0 a aby byl nezdvisly na (A — 1)2v.

Zvolime-li napitklad v = (1,0,0,0)7, zjistime, 7e (A — 1)v =
(0,-2,0,-1)T a (A —1)%v = (3,1,3,1)T # 0, jak mé byt. Pak uz
jen najdeme druhy vlastni vektor matice A, ktery neni ndsobkem
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(3,1,3,1)T, napiiklad v = (3,1,0,1)T, a jsme hotovi. Matice C a
matice C~! k ni inverzni jsou

3013 00 3 O
_|1-201 1 |0-10 1
“=ls000]° 9 T|13 0 -6

1-101 0-1-3 2

*VP

15.7 Jordanuv tvar poétvrté

Ukol: Najdéte Jordaniiv tvar matice

100

0
-3
-1

1
A= 0
-1

=W =W
w ot o o

a matici C, ktera ji pfevadi na Jordantv tvar J 4.

ReSeni: Pii uréovani charakteristického polynomu matice A vy-
uzijeme toho, ze je v blokové dolnim trojihelnikovém tvaru (viz
piiklad 9.5¢).

33— -1 0 0
1 1-X 0 0
3 0 5—-Xx =3
4 -1 3 —-1-2A

_ 33— -1 5-X -3 _ 4
—det< 1 1_)\)det( 3 _1_)\>_()\—2) .
Méme tedy ¢tyfndsobné vlastni &islo A1 234 = 2 a musime zkoumat

strukturu kofenového podprostoru Ker 5. Dimenze jednotlivych pod-
prostoru Ker} jsou po fadé

det (A — A1) = det

=2 = dimKer;=4-2=2
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0000
0000
0000
0000

h((A—-21)*) =nh =0 = dimKer?=4-0=4

a struktura Jordanovy béaze je tedy

A-21 A-21
v = (A=-21v =0
oy AR = (123)

u'= (A-2L)u = 0.

V této tabulce jsou dva fetézce délky dva, neboli Jordanuv tvar ma-
tice A je

2100

0200

0021

0002

Ja=

Zbyva osadit tabulku (123) konkrétnimi vektory, abychom zjistili,
jak bude vypadat transformaéni matice C. Za vektory v, u muzeme
zvolit dva libovolné prvky z Ker 2 \ Ker }, opét zvolime dva jakékoliv
vektory z R* a ovéifme, 7e se matici (A — 21) nezobraz{ na nulu.
V tomto piipadé ale jesté nemame vyhrano: musime také hlidat, aby
nebyly vektory (A — 21)v, (A — 21)u zdvislé (viz bod 2 v postupu
pro hledéni vektori Jordanovy béze, piiklad 15.3). To se piesné stane
napiiklad pro v = (0,0,0,1)T a u = (0,0,1,0)T. Zvolime proto jiné
dva vektory, napiiklad v = (0,1,0,0)T a u = (0,0,1,0)T, napiseme
(A—21)v, v, (A—21)u, udo sloupct matice C a pustime se do dalsiho
prikladu.

-1000 -100 0
| -1100 1_ | -110 0
=1 oo31|° ¢ = -300 3

-1030 101 -1

*VP

275



15.8 Jordanuv tvar naposledy

Ukol: Najdéte Jordaniiv tvar matice

1-34
A=14-78
6 77

a matici C, kterd ji pfevddi na Jordanuv tvar J 4.

ReSeni: Nejdiive najdeme vlastni ¢isla matice A. Charakteristicks
rovnice je

1-x -3 4
det(A—Al)=det| 4 —-7—-X 8 |=—(A+1)>*0\1-3).
6 -7 T7T-2X

Mame jedno jednonasobné vlastni ¢islo A; = 3 a jedno dvojnasobné
vlastnf ¢islo Ag 3 = —1. Toto je o trochu slozitéjsi situace, nez s jakou
jsme se setkali v piikladech (15.3-15.7). Pouzijeme nyni vétu, kterd
rika:

Je-li ¢ linedrni zobrazeni R® — R"™, pak pro kazdé vlastni ¢islo A je

dim Ker (¢ — A1d) < dim Ker (¢ — A1d)® < ---

... < dimKer (¢ — AId)™ = dim Ker (¢ — AId)" " = ...,

pricemz dimKer (¢ — A1d)™ je rovno ny, ndsobnosti ¢isla A. Pro
libovolné A # X tvorf prinik prostorii Ker (¢ — A1d)? a Ker (¢ —
MN1d)?" pouze nulovy vektor.

Prostory Ker (¢ — A1d)? budeme opét znagit Keri, prostor V) =
Ker §* se nazyva korenovym prostorem vlastniho ¢isla A. Nezdvislost
kofenovych prostoru pro ruzna vlastni ¢isla znamend, ze

dim £ (UV)‘) = ZdimVA = ZnA =n,
A A A
neboli ze bazi celého prostoru lze posklddat z bazi kofenovych pod-

prostoru. Restrikce p—A1d |VA (tedy ¢—A1d jako zobrazeni V\ — V)
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m3i ale jediné vlastni &islo, a to nulu, a proto lze bazi kofenového
podprostoru najit tak, jak jsme to délali u nilpotentnich zobrazeni.

Co to bude znamenat v praxi: Nejprve se budeme zabyvat
vlastnim &islem A\; = 3. U jednondsobnych vlastnich ¢isel nemdme
7z4dné problémy, kofenovy prostor V3 = Ker(A — 31) je jed-
norozmérny. Najdeme vlastni vektor k ¢islu A;, napiiklad v =
(1,2,2)T, a jsme hotovi.

U dvojndsobného vlastniho ¢isla Ay 3 = —1 to bude obtiznéjsi.
Musfme uréit dim Ker! ; a dim Ker? .

2 34
h(A+1)=h|4-68| =2 = dimKer';, =3-2=1
6 —78

16 —16 16
h(A+1)°)=h|32-3232 | =1 = dimKer?, =3-1=2
32 —32 32

Vypocet hodnosti (4 + 1)? jsme si podobné jako v piikladé 15.4
usettit, nebot z dimKer!, = 1 < 2 plyne dimKer?, > dimKer !,
a pritom je dimenze v§ech dim Ker 4 1 nejvyse dva.

Jordanova baze pro dvojnasobné vlastni ¢islo Ay 3 = —1 se tedy
sklada z jediného Fetézce

v (A—i—]l)vAi_)]l 0.

Jordanuv tvar matice A, neboli matice pfislusného zobrazeni v bazi
(A+1)v,v,u, je proto

-1 10
Ja = 0 -10
0 0 3

Abychom ziskali matici pfechodu do Jordanovy baze, potifebujeme
najit jesté vektor v. Ten ma byt z kofenového prostoru ¢isla A =
—1, tedy z Ker?, a navic musi byt (A 4+ 1)v = w # 0. Retézec
budeme nyni zapliiovat zprava: najdeme nejprve feSeni rovnice (A +
1)w = 0, napitklad w = (1,2,1)T, a potom nalezneme v pomoc{
(A+ 1)v = w; dostaneme v = 3(—1,1,2)7. Chceme-li se vyhnout
zlomklim, miuzeme samoziejmé (oba) tyto vektory ndsobit tfemi.
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Jind moznost je najit néjaké feseni (A + ]l)2 v = 0 a dopocitat
(A + 1)v = w. Vektory w, v, u pak zapiSeme do sloupci matice C

3-11 -5 43
c=16 12], c'=[-2 1 o0
3 22 1-1 1
a zdjemci mohou ovéfit, ze skuteéné plati CJ4C~! = A. *VP

15.9 Jsou si ty matice opravdu podobné?

Ukol: Jsou ddny matice A a B

3-21 24 —11 —22
A=|2-22|, B=[20 -8 —20
3-65 12 -6 —10

Ukazte, Ze jsou si tyto matice podobné a naleznéte matici C tak, aby
B=CAC™ .

ResSeni: Napred piipomenme, 7e podobné matice maji stejné charak-
teristické polynomy (tedy stejnd spektra o vCetné ndsobnosti). To
nam dava nékolik rychlych zpisobu, jak zkontrolovat, zda dvé zadané
matice mohou byt podobné; stejné jako rovnost charakteristickych
polynomau to ale jsou pouze nutné podminky podobnosti.

A~B = TrA=TrB A detA=detB A o(A)=0(B).

Kazd4 matice X je podobnd néjaké matici Jx blokové diagonalniho
tvaru s Jordanovymi bloky na diagondle. Protoze je tento Jor-
danuv kanonicky tvar Jx uréen az na pofadi jednotlivych bloku
jednoznaéné, je ziejmé, ze
A~B & Ja=Jg y

pokud konstruujeme Jordanuv tvar napiiklad tak, ze bloky fadime
sestupné podle vlastnich éisel a v rdmci jednotlivych vlastnich &isel
sestupné podle délky fetézcu.

Ukol tedy vyfesime tak, ze najdeme Jordanovy tvary matic A a
B a ovéfime, ze jsou stejné (J4 = Jp). Potom najdeme ptevodni
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matice Cy, Cp,
A=CaJsC,', B=CpJpCz",

z nichz vypocitdme Cp - (C4 - A- Ca) - Cgz' = B. Protoze pro dvé
reguldrn{ matice X a Y plat{ (X -Y~1)~! =Y . X~!) bude matice
C = Cp - C* spliovat zédany predpis B=C-A-C~L.

Oznaéme o a 3 zobrazeni R® — R3, kterd maji v kanonické
bézi matice A, B. Charakteristické polynomy téchto zobrazeni jsou
nezavislé na volbé béze, a lze je tudiz pocitat v kanonické bazi jako
det(A— A1) a det(B—AL). Podle ocekdvani vyjdou polynomy stejné,
a to

Xa(A) =x5(A) = A3 —6- X2 +12- A —8=(A—2)3.

Déle vySetfime strukturu nilpotentnich zobrazeni as = o — 2 - Id
resp. B2 = B — 2-1d. V kanonické bazi maji tato zobrazeni tvar

1-21 22 —11 —22
Ay=A-21=[2-42|,By,=B-21={20-10 -20 | ,
3-63 12 —6 —12

zobrazeni Id odpovidd v libovolné bazi vzdy jednotkovd matice.
Thned vidime, ze h(A2) = h(Bz2) = 1, tedy dimKer (o — 21Id) =
dim Ker (8 — 21d) = 2. Jelikoz jsou tyto dimenze mensi nez dimenze
celého prostoru, musi byt dim Ker (o — 21d)? > dim Ker (o — 21d),
a tedy dim Ker (o — 21d)? = 3. Stejné to plati i pro 3.

Struktura obou zobrazeni bude tedy stejnd

vs > v — 0
V2—>0,

Ve > v4 — 0
V5—)0,

B

kde sipka — znamend pusoben{ zobrazeni a — 21d (v levé tabulce),
resp. 8 — 21d (v pravé tabulce). Matice zobrazeni a v bézi vy, vs, v
a matice zobrazeni 8 v bazi vy, v, vs5 budou stejné

210
J=Ja=Jp={020
002

Toto je péknd ukdzka skuteCnosti, ze dvé podobné matice popisuji
totéz zobrazeni, pouze vzhledem k riznym béazim.
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Vypoétéme konecné matici C, kterd zprostiedkuje podobnostni
transformaci (srovnejte s piikladem 15.4). Volime-li napfiklad vz =
ve = (1,0,0)T jako potatecni vektory fetézci délky dva, pak v; =
(A—-21)vs = (1,2,3)T a vy = (B — 21)vs = (22,20,12)T. Déle se
pifmo nabizi v, = (2,1,0)T a vs = (1,2,0)T, hlidali jsme pfitom,
aby byly vektory wo,v; a vs,v4 nezavislé. Nyni uz jen posklddame
tyto vektory do matic

o= (())()) . en(()()())

a dopocitdme C' = CBCZI, coz je matice, ktera spliiuje B = CAC ™.
Ciselné vyjde

Ccyl=

O = O
|
=N O
WIN = O
Q
Il
OO
O N =
,J;°°|;°°|§

*PK,KV
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16 Ortogonalni funkce a trochu kvantové
mechaniky

16.1 Ortogonalni polynomy

Ve skriptech [PLA] najdeme nékolik zajimavych piikladi orto-
gondlnich systému polynomu. Viceméné se vzdy jednd o ortogonal-
izaci baze 1,z,z2,... viéi vhodnému skaldrnimu soucinu

b
(f-g) = / f(@)9(x)p(x) da (124)

s vdhou p(z). Podivdme se ted trochu podrobnéji na nékteré obecné
vlastnosti ortogondlnich polynomu. Misto skaldrniho soucinu (124)
je vhodnéjsi uvazovat momentovy funkciondl

b
clf) = / f(@)olz) dz

jakozto linedrni zobrazeni na naSem prostoru polynomu. Potom je
ovéem (f - g) = L[f(z)g(z)]. Vyhoda momentového funkciondlu je
v tom, ze je jiz jednoznacné urcen posloupnosti &isel p, = L[z"]. Pro
libovolny polynom P(z) = Y axz* je potom diky linearité

CIP()] = 3 awue. (125)

Zapomenme ted na nase puvodni odvozeni funkciondlu £ po-
moci skaldrntho souéinu s vdhou p(z) a zaved me jej abstraktné tak,
ze zaddme (komplexni) ¢&isla u, a pusobeni na komplexni polynom
redlné proménné P(z) definujeme pomoci (125).

O systému polynomi {P,(z)}32, iekneme, ze je ortogondlni
(krdtce OPS) vici L, jestlize P, je polynom stupné m, pro m # n
plati L[Pp,(z)Pn(x)] = 0 a navic L[P2(z)] # 0.

Ukol:
a) Na L se ovSem neprendSeji vSechny vlastnosti skaldrniho
soucinu. Muze se stdt, ze k danému funkciondlu L neexistuje
OPS. Naopak k danému systému polynomi {P,(z)} (P, je

polynom stupné n) nemusi existovat takové L, ve kterém je
systém ortogonalni. Najdéte priklady!
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b) Dokazte ndsledujici jednoduchou vlastnost OPS, kterou bude-

me je§té potfebovat: systém {P,(z)} je OPS vuci L, pravé
kdyz

Vn, Ym <n: Lz™P,(z)] = Kndmn, Kn#0. (126)

Reseni:

a)

Za prvé vezméme tfeba polynomy stupné max. 1, kde polozime
po = p1 = po = 1. Necht existuje OPS sestdvajici z polynomii

Py(z)=a, Pi(z)=bz+ec, a,b#0.

Potom maji byt nenulovd é&isla £[PZ] = a? a L[P?] = (b+ ¢)?
a zdroveit ma byt 0 = L[PyPy] = a(b+ ¢), coz zfejmé nemuze
nastat soucasneé.

Ve druhém piipadé vezmeme ten nejjednodussi piiklad, co exis-

tuje: systém 1,z, x?,.. .. Jisté nemiiZe zdroven platit £L[1-z?] =
OaL[z-z]#0.
Pro m < n plyne tvrzeni z toho, ze systém {P,,(z)}"_} tvoif

bézi na prostoru polynomu stupné nejvyse n — 1, a tedy lze
™, m < n napsat jako linedrn{ kombinaci Py(z), ..., Pn_1(z),
coz jsou v8echno polynomy ortogondlni na P,(z). Déle podle
predchozi{ ivahy plati L[P2(z)] = L[P,(z)a,z"], kde a, je ko-
eficient u 2" v P,(z), a tedy musi byt L[P,(z)z"] # 0.

O

Diky ortogonalité vuci £ nastésti zustdvaji zachovany jiné pii-
jemné vlastnosti OPS, jako tieba ta, ze pro libovolny polynom (zx)
stupné n existuji koeficienty ci, ze m(z) = 3. r_, ckPx(z), piicemz
zi'ejmé

Lln(z)Py()]

* = T LP(a)]

Ukol: Ukasite, e pro dané L je OPS {P,(z)} uz jednoznaéné urcen
konstantami K, = L[z"P,(z)].

Reseni: Nechf {P,(z)} a {Q.(z)} jsou dva riizné OPS vici L. Pak
diky (126) plati L[Qr(z)P.(x)] = 0 pro k < n. Zaroven ale podle
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predchoziho mizeme rozvinout

o o ClP@E)
Pn(x)—g kQk(T),  ck @@

Pokud ale ma platit K, = L[P,(z)z"] = L[cnQn(z)z"] n
L[Qn(z)z™], nezbyva nez ¢, = 1.

Z ptedchoziho ovSem jesté neplyne, za jakych podminek existuje
k danému £ aspoii jeden OPS. V tomto sméru ted dokaZeme jedno
zasadni tvrzeni.

Pro k < n jsou tedy vSechna ci nulovd, neboli P,(z) = ¢,Qn(z).
a K, =
O

Ukol: Nechf funkcional £ je dany ¢isly p,. Polozme

fo M1 --- fn
p1 fo e Pagi
A= T (127)
Mn HUn41 -+ H2n
Potom existuje OPS vuéi L, pravé kdyz A, # 0 pro kazdé n =
0,1,2,....

Reseni: Nechf maji hledané polynomy tvar P,(z) = 3 1_, cakz.
Podminku (126), aby tvorily OPS, napiseme do matic

Ho M1 ... Hn Cno 0
B p2 o ... Mnga Cn1 0
Hn Bn41 --- H2n Cnn K,

Jsou-li determinanty A,, nenulové, pak ma tato soustava rovnic jisté
feseni. Naopak, vime-li, ze existuje feSeni, pak je toto feseni podle
predchoziho 1kolu uz jednozna¢né dano sadou Cisel K,,, a tedy musi
mit soustava (pro kazdé n) pravé jedno feSeni, coz nastane pouze
pro A, # 0. Z Cramerova pravidla dostaneme navic jednoduchy
duisledek (determinant v ¢itateli rozvijime podle posledniho sloupce)

A‘n—l

A (128)

Cnn = Ky -
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Ukol: Dokazte, 7e pokud Vn je A, # 0 (rovnice 127), pak miizeme
nésledujici konstrukci explicitné sestrojit (jeden z moznych) OPS

Bo f1 .- fn
' (129)

ReSeni: Je to jednoduché: ukazeme, ze polynomy (129) spliuji
podminku (126).

Determinant (129) rozvineme podle posledniho Fadku, &imsz
dostaneme piimo koeficienty u jednotlivych mocnin x. Tento poly-
nom vynasobime z™ a zapusobime na to L. Tam, kde bylo
v pivodnim polynomu z?/ (0 < j < n), bude ted L[z/T™] = fijimm.
Nyni vse zpatky poskladdme do determinantu a dostaneme

Bo  B1 .- fn
Ll™Po(x)]=| - - |,

Pn—1 Pn  --- Mon—1

Mm  Hm+1 -+ Hm4n

coz evidentné vyhovuje (126): pro m < n je determinant nula
(opakuji se v ném dva fadky), pro m = n je to L[z™ P, (z)] = A, # 0.
O

Ukol: To nejzajimavéjsi nakonec. Necht {P,(z)} je takovy OPS vici
L, Ze koeficient u nejvys$si mocniny x je vzdy 1. Ukazte, Ze potom
existuji konstanty c,, a A, # 0, Ze

P, (z) = (z — cn)Po_1(z) = ApPp_2(z), n=12,..., (130)

kdyz klademe P_;(z) = 0.

Reseni: Polynom xP,_;(z) lze jako kazdy polynom stupné n rozvi-
nout

zP, 1(z) = Z ar Pi(z),
k=0
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piitemz ar = L[zP,_1(z)Px(z)]/L[PZ(z)]. Z (126) oviem plyne, 7e
ar =0prok+1<n—1, tedy kdyz je stupeir zPr(z) mensi nez
stupenn P,,_1(z). Rozvoj mé tudiz jenom t¥i cleny

-T-Pn—l(fl:) = Pn(z) + an—lpn—l(-T) + an—QPn—2($) »

koeficient u P,(z) je jedna diky tomu, ze koeficienty u nejvyssich
mocnin v P,(z) i P, _1(z) jsou jedna. Mens{ ipravou a pfeznacenim
konstant dostaneme vysledek

P,(z) = (z — ¢n)Pa—1(z) — A\ Pr_a(z) . (131)

O

Kdyz posledni rovnost piendsobime x a zapusobime L,

dostaneme pomoci (128) a (126) hezky vzorecek (stéle pro OPS s ko-
eficientem jedna u nejvyssi mocniny)

n—2

0= L[z" 'Py_1(z)] — ML[z" 2P_s(z)] = =An-

ktery umoznuje snadno pocitat koeficienty A,.

Navic lze ukdzat®?, ze je ¢, = 0, pokud je funkciondl £ symet-
ricky, tj. pro kazdou funkci f(z) je L[f(z)] = L[f(—z)] (konkrétné
tfeba kdyz v (124) integrujeme pies interval (—a,a) a vdha p(z) je
suda). Tak je tomu tfeba u polynomi Legendreovych, Hermiteovych,
¢i Cebysevovych.

Pokud si budete chtit vyzkousSet, jak funguje vzorec 131
v konkrétnich piipadech, dejte si pozor na to, ze ve standardnim
zépisu nékteré (co si budeme namlouvat, skoro vSechny) polynomy
nemaji u nejvyssi mocniny z jednicku. Vzorec (130) lze samozfejmé
modifikovat i na tento obecnéjsi ptipad, vedouci koeficient polynomu
P,(z) ozna¢me tieba A,. Zkuste napfed vyse zminény jednodussi
pripad s ¢, = 0. Snad vam nakonec vyjde

An
An+1

Ay LIPS

Poia(@) = 2Pal@) = == 7 i

80Neni to slozité, pokud dokéazete, ze kazdy polynom takového OPS obsahuje
bud’ pouze sudé, nebo pouze liché mocniny.
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Abychom mohli odvodit rekurzivni vztah pro zadany OPS, staéi tedy
znat napiiklad jenom koeficienty u nejvys$i mocniny a normu jed-
notlivych polynom.

Formulky, které jsme odvodili, si miZete ovéfit na ndsledujicich

OPS.

o Legendreovy polynomy Py, (z): \
A, = (*M)27" = (2n — 1)1/(2" 'nl(n — 1)Y), L[(Pa(2))’] =

1/(n+3),

2n+1 n
P, _—Pn— ’
(@) = 2 Paa (@)

Tln
n+1
Po(x)zl, P_l(l'):O

Poya(z) =

Momentovy funkciondl: L[P(z)] = fjl P(z)dz.

e Hermiteovy polynomy Hy(z):
A, =27, L[(Ho(2))’] = 2nnly/T,

H,i1(z) — 2zH,(z) +2nH,_1(z) =0,
Hy(z)=1, H_1(z) =0.

Momentovy funkciondl: L[P(z)] = [ P(z)e * da.

e Cebysevovy polynomy Ty, (z):
A, =21 [,[(Tn(w))2] = 2 (oboji pro n > 1)

Tht1(z) = 22T, (z) — T 1 (), Ti(z) ==z, To(z) =1.

Momentovy funkciondl: L[P(z)] = f_ll P(z)(1 — 2%)~7 dz.

Jiz jen ve formé zavére¢nych poznamek si fekneme dalsi zajimavé
vlastnosti funkciondlu L. Jestlize pro kazdy polynom =(z) # 0
takovy, ze m(z) > 0 na zadaném intervalu, plati L[r(z)] > 0,
fekneme, ze L je pozitivné definitni. Pro takovy funkciondl muzeme
OPS zkonstruovat napf. z baze 1,z,z2%,... pomoci Grammova-
Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu. VSechny kofeny polynomu
P,(z) z OPS jsou pak redlné a jednoduché a dokonce mezi kazdymi
dvéma kofeny P, (z) lezi kofen polynomu nésledujiciho, tj. Ppn11(z).

*TB
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16.2 Variace na kreacni operatory

Ukol: Na prostoru vSech analytickych funkci f : R — C u-
vazujte operatory zdvislé na jednom parametru n = 0,1,2,...
(hamiltonidny édstice na pfimce s riizné hlubokou hladkou jam-
kou®!)
~ 1d%? n(n+1)
H=-—"——-——- zeR 132
" 2dz?  2cosh’z’ (132)

a) Naleznéte nejmensi vlastni ¢islo H, a odpovidajici vlastni
funkci (nazyvané ,,zékladni stav”). Vlastni funkci nemusite
normalizovat.

b) Ukazte, ze ﬁn ma4 presné n normalizovatelnych vlastnich funkci
(v feci fyzika ,,vdzanych stavi”) a vypoctéte jejich energie
(vlastni &isla H, ). Mizete pouzit tvrzent, 7e vlastni stav tohoto
hamiltonidnu je normalizovatelny, resp. nenormalizovatelny,
pokud je jeho energie zaporna, resp. kladna.

¢) Dokaite, 7e H, md (nenormalizovatelné) vlastni funkce, které
se chovaji jako cexp(ipz) jak pro z — oo, tak pro x — —oo pro
libovolné p € R. Ve fyzikalni feCi tim dokazete, ze koeficient
odrazu je nulovy.

Rada: Definujte tzv. anihila¢ni operator

i, - % [% + ntanh(ac)] (133)

a naleznéte vztah mezi A, A\T A\T//l\ a H, , kde T znamend hermi-
tovské sdruzeni (viz mze) Ukazte, ze pusobemm operdtoru AT na
vlastni stav operatoru H Ize dostat vlastni stav HT , kde p, q,r jsou

vhodn4 ¢isla.
V prikladu budeme pouzivat pro vektory Diracovu notaci.

81Qperétor tvaru (132) popisuje éastici s potencidlni energii vyjadfenou funkei
v druhém &leny; zde je tedy Epot(z) = —in(n+1)/cosh?z.
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Reseni: a) Uvédomme si nejdiive, ze sdruzeny operdtor™? Al (tzv.
kreacéni operdtor) ma tvar

V2

a spo¢téme nejprve soucin A, Af. Roznasobenim dostaneme (s po-
moci sinh? z = cosh®z — 1)

~ 1
= [_d(jc + ntanho:] (134)

PN 1d2 n2?sinh?z n 1 ~ n?
Aat - 14 ™ n A+,
non 2dz?2 2 cosh’z  2cosh’z ot 2

kde ¢len dmérny 1/cosh®z vznikl z komutitoru d/dz a tanhz,
obecnéji také plati [d/ dz, f(z)] = (d/dz) f(z) — f(z)d/dz = f'(z).
Zcela analogicky

1d2 n2?sinh?z n 1
2 dx? 2 cosh’z  2cosh’z

.

(135)

L\>|3l\j

Zékladni stav H, je tedy i zadkladnim stavem KLXH Vlastni ¢isla
Al A, jsou nezdporna, to plyne z (1|ALA,|¥) = |A,[¥)2 > 0, a
ukdzeme, Ze je mezi nimi nula: pifslusny vlastni stav musf spliovat
Ap|Yno) = 0 (musi byt anihilovdin A,, — odtud nézev operdtoru).
Tato rovnost ddva diferencidlni rovnici, z niz lehce spocteme 1,0(x)

sinh z (z) d¢no(z) _ dzsinhz
no\®) s Yno(z) " coshz

d
@WO () = _ncoshx

a vysledné feseni, neboli zdkladni stav ﬁn je tedy
Inpo(z) = —nlncosh(z) + ¢, Yno(z) = K(coshz)™",

vSimnéte si rychlé konvergence pro z — +oo. Pfislusna vlastni hod-
nota H, je rovna —n?/2 podle (135).

82Gdruzeny operdtor k Ay, je ten, ktery spliuje (¢|Z"¢) = (ZL¢|¢), pro
kazdé dvé (kvadraticky integrabilnf) funkce 1, ¢. PFitom (¢|¢) = [Ppdz. Ze
(134) je skutecné sdruzeny k (132), si ovéfime pomoci integrace per partes:
J([—d/dz + V]$)pdz = [9[d/dz + V]pdz, okrajovy &Elen vypadne diky
kvadratické integrabilité 1, ¢ (funkce musi v nekoneénu dostateéné rychle klesat,
aby integral kvadrétu vysel koneény). Oznatili jsme V = ntanhz.
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b) Ridime-li se radou v zadén{ a pouzijeme-li rovnice (135) a (135),
dostavame diky asociativité

H, Al = (AL A, = )AL = Al (Hyo1+ %) = S AL = ALH, .
(136)

Jinak feéeno, o R
AL H,_1|y) = H, AL |y), (137)

pusobenim A\L na vlastni stav f-\In_l ziskdme vlastni stav fIn se
stejnym vlastnim éislem: pokud je ﬁn—1|’¢1> = El¢), pak z (137)
plyne H,(A%L|y)) = E(A}|4)). Hermiteovskym sdruzenim rovnice
(136) ziskdme také identitu

AH, =H, .A,, (138)

kterd analogicky fikd, Ze plisobenfm ﬁn na vlastni stav ﬁn ziskdme
vlastni stav H,,_1.

Nyni uz muzeme sklizet plody. Operdtor FI() popisuje volnou
Céstici, nemd tedy zddné vazané stavy®®. Déle vime, Ze operdtor
H md zdkladni stav, ktery An zobrazi na nulu. VSechny ostatni
vazané * stavy H, nim po vyndsoben{ A, daJl (netrividlni) vdzané
stavy H,_1 podle (138). To znamend, ze H, ma jeden vézany stav
navic proti Hn 1 indukce ihned dava, ze ﬁ mé n vazanych stavu

1

Zakladni stav H ma energii £ = —En ostatni vlastni stavy H

maji podle (137) stejné energie jako vlastni stavy Hn_l. Tedy (opét

tfeba indukci): energie (vlastni ¢isla) vazanych stavi H, jsou &isla

—k?/2,kde k = 1,2,...n. Tyto vlastni funkce H, 1ze explicitné psat

jako

|'¢n,0> a |’l/)n,n—k'> = A\Lgil_l . A\]‘rc+1|¢k0> ) k= ]-7 ey — 1 )

(139)

kde |4ko) je zékladnf stav Hy nalezeny v rovnici (136). Opakované

jsme uzili rovnice (137).

c¢) Hamiltonian Hy mé zjevné pouze (nenormalizovatelné) vlastni
funkce exp(ipz) s vlastni hodnotou p?/2 (pro p > 0 popisuji &4stici

83Vlastni funkce jisté najdete sami: pokud ne, podivejte se na zatitek bodu c.
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letici doprava). Zcela analogicky jako v (139) 1ze ziskat vlastni funkce
H,:
Ynp(T) = AIlAn 1- ;q exp(ipz). (140)

Vsimnéte si, Ze pusobenim operatoru A\{ nezménime asymptoti-

cké chovan{ vlnové funkce exp(ipz) pro |z|] — oo: jinak FeCeno
|{[;n7p(x)/exp(ipa:)|, vychézi stejné pro z — oo i  — —oo. Toto
chovéni znamend, ze amplituda viny letici zleva se po priuchodu z z =
—o00 do £ = 0o nezmensi: koeficient odrazu je tedy zdzrakem roven
nule pro libovolnou hodnotu hybnosti p. Tuto vlastnost samoziejmé
md pouze nase tiida hamiltonidni, mkohv  typické hamiltonidny; ne-
Jpodstatnéjél'm predpokladem je A A = HO +1/2, ktery urcuje tvar
A a Hn jednoznaéné. *LM

16.3 SO(4) symetrie atomu vodiku

Ukol: Naleznéte vSechna vlastni ¢isla hamiltonianu atomu vodiku
ve tfech rozmérech

/\2

~ D o

H=— —— 141
2m 7 (141)

a degenerace prislusnych hladin (tj. dimenze podprostord odpovi-
dajicich danému vlastnimu ¢islu) pouhym vypoctem komutdtori a
soudint ruznych operdtoru, jako napriklad H , momentu hybnosti L

a tzv. Runge-Lenzova vektoru ;1\, kde
) L; = €ijnT;Dk (142)

tedy nikoliv FeSenim diferencidlni rovnice H |v)y = E|).

Navod: Ukazte, Ze operétory A\i, fj, 7 =1,2,3 generuji Lieovu alge-
bru a presvédéte se, ze ji odpovida grupa SO(4). Déle se presvédéte,
ze vSechny operatory A\i, fj komutuji s " , tedy Zze pusobenim li-
bovolného z téchto operdtori na vlastni stav H s vlastnim éislem
(energif) FE dostaneme opét vlastni stav H s energii E. Pisobeni
operdtoru ;1\1-, E]- na prostoru téchto vlastnich stavii (budiz jeho di-
menze N; toto je degenerace hladiny E) tedy definuje N-rozmérnou
reprezentaci SO(4). Naleznéte proto nejprve vsechny reprezentace
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této grupy a pro kazdou reprezentaci pak spocitejte, jaké vlastni
hodnoté H odpovida.

V ramci rozehfati se s vySeuvedenymi pojmy seznamte u jed-
nodussiho problému, n-rozmérného izotropniho harmonického os-
cildtoru.

Poznamka: V tomto prikladu budeme znacit imaginarni jednotku i
stojaté, sklonéné ¢ ponechidme pro indexy.

Reseni: Jiz v klasické Keplerové tiloze s hamiltonidnem (141) lze
ukézat, ze Runge—Lenzuv vektor A; z rovnice (142) m4 nulovou Pois-
sonovu zavorku s hamiltonidnem, a tedy se zachovava. Tento vek-
tor ukazuje smérem k ,,0dsluni” dané elipsy a jeho zachovani souvisi
s tim, Ze pravé pro potencidl —a/r zustava elipsa na misté. Podobnou
symetrii mé také izotropni n-rozmérny harmonicky oscildtor, v némz
jsou trajektoriemi také elipsy, které oviem maji v pocitku stied (a
nikoliv ohnisko jako u Keplerovy tlohy). V pifipadé izotropniho os-
cildtoru se zachovéava cely tenzor (tj. kazda slozka zvlast)

. o 1 |«
T; = 1;1—5; + 5 LI + 31/ E(wlpj —z;p1), (143)

jehoz stopa je mimochodem hamiltonidnem a antisymetrick4®* ¢sst
(az na normalizaci) momentem hybnosti. Podle teorému Noetherové
odpovidaji tyto zdkony zachovani invarianci vuci transformacim
generovanym Poissonovymi zdvorkami s témito zachovavajicimi se
veli¢inami:
l—-1+{l,;A;}, H—H.

Ale vrhnéme se jiz zpét k naSemu algebraickému tkolu, fesicimu

problém v kvantové mechanice. I v kvantové mechanice, kde plati

[@;, p;] = ihdyj , (144)

zustanou oba potencidly vyznamné.

84Ty = T + TP = L(Ti; + Tja) + 3(Tyy — Tyo).

291



Harmonicky oscilator

U n-rozmérného izotropniho oscildtoru definujeme nejprve kreaéni a
anihilaéni operdtory (viz pitklad 16.4, ¢; = @;), které spliujf

(6, 1] = 65 . (145)

U hamiltonidnu zapsaného v fedi téchto operdtoru
= 1
H,oc = hw; (EIEL + 5) (146)

pak najdeme operatory E;[Ej, které s H,s. komutuji (ovéite); odpo-
vidaji zachovavajicim se klasickym veli¢indm (143).

Tyto operdtory (?:\}LE]-, i, = 1,...,n) tvoii bazi Lieovy alge-
bry, nebot pii komutovani zistdvdme v tomto prostoru. Pomoci ko-
mutaéni relace (145) dopocitejte, ze

[cle;, efa] = dueler — 0uche; - (147)

Hermiteovské kombinace operatorii ¢/¢; (tedy redlné linedrni kom-
binace vyrazii el%¢le; + e~ ’c\}’c}, a € R) generuji grupu U(n). To
plyne z toho, 7e komutaéni relace (147) jsou stejné jako u matic
Gij, které maji samé nuly kromé prvku ij, ktery je jednicka (obé
algebry jsou tedy izomorfni). V pfipadé n = 2 lze hermitovskou
kombinaci M matic G;; zapsat jako redlnou kombinaci®® Pauliho
matic o a 1. Exponencidlu obecné matice exp(iM) jsme spocitali
v pitkladé 11.8 a zjistili jsme, ze takto vygenerujeme U(2). Pokud
bychom vynechali mezi generdtory algebry jednotkovou matici (lze
také Fict, ze zdddme Tr M = 0), dostali bychom SU(2). V piipadé
n > 2 postupujeme podobné (matice G;; + G,; odpovida matici o7,
atd.), potfebujeme ale vice ,,sad” matic oy, 1, napifklad u n = 3 tfi
pro (ij) = (12), (23), (13). A
Pro jakykoliv operator S, ktery komutuje s H, plati

Hly) = Elp) = H(S|p)) = E(S|v)), (148)

85Nebot G12+Ga1 = 01, iG12+(—1)G21 = 02, G11—G22 = 03, G11+G22 = 1.
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srovnejte se vztahem (137) a nésledujicim odstavcem. To znamen4,
#e i exp(tS) ma tuto vlastnost. Prostor V(E) vlastnich stavii H
s energil ' je tedy invariantni vici pusobeni libovolného operétoru
exp(iC), kde C je hermitovska kombinace @1¢;; operatory exp(iC)
tvoif ale grupu izomorfni U(n) a budeme tedy o nich dile mlu-
vit jako o prvcich U(n). Kazdému prvku z U(n) tedy muzeme
prifadit automorfizmus V(E) — V(E), dimV(E) = N, a takové
zobrazeni z grupy do mnoziny automorfizmi vektorového prostoru
je N—dimenzionaln{ reprezentace grupy U(n).

Zapomenme ted na chvili na pivodn{ problém a ptejme se, jaké
reprezentace ma U(n). V takzvané fundamentdini reprezentaci U(n)
prifadime prvku A € U(n) zobrazeni

C*"—>C": v Av;

tato reprezentace je ireducibilni — matice U(n) pfedstavuji vSechna

moznd ,,otoceni”®® (piipadné otoceni plus zrcadleni) v C", uréité

tedy nenajdeme zadny podprostor C", ktery se by pusobenim libo-

volné matice z U(n) zobrazil sdm na sebe (invariantni podprostor).
Déle muzeme definovat reprezentaci

AeU(n H{C”@C"—)(C"@(C": v®w»—>Av®Aw},

pusobeni na vektor z C* ® C", které nejsou tvaru v® w, definujeme
tak, ze vektor zapiSeme jako linedrni kombinaci vektoru typu v® w
a A bereme jako linedrni zobrazeni. Toto je reprezentace na pros-
toru vsech tenzoru typu (0,2) na C" a podobné muzeme vytvorit
reprezentace pomoci tenzort typu (0, K). Tyto reprezentace jsou re-
ducibilni a jejich dimenze jsou samoziejmé n

Nyni se vritime k puvodni tloze o izotropnim harmonickém
oscildtoru a podivdme se na ni z opa¢ného sméru. Vime (piiklad
16.4), ze libovolny vlastni stav rosc s energii hw(K + %n) Ize ziskat
pusobenim K operdtoru c i,» kde indexy ¢1,...,ix € {1,...,n}, na
zékladn{ stav |0), pifipadné jako linedrn{ komblnaci takovych stavi
(se stejnym K samoziejmeé)

Tiy.ircCl, -6 _[0). (149)

86 Odvolavame se zde na podobnost s prostorem R™ a ortogonlnimi maticemi

O(n).
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Na vlastni oci tedy vidime, ze stavy K-krat vzbuzené hladiny lze pop-
sat pomoci tenzord s K indexy. Jelikoz spolu ale vSechny operdtory
/c\}L komutuji, jsou stavy typu (149), jejichz tenzory T maji stejnou
symetrickou édst®”, stejné.

Stavy K—té hladiny lze tedy jednoznaéné popsat symetrickyms
tenzory s K indexy (je to jedna z ireducibilnich reprezentaci v rozkla-
du vy$e zminéné reducibilni nX-rozmérné tenzorové reprezentace).

Jakd je dimenze této reprezentace, nebo jinak, jakd je di-
menze prostoru stavi typu (149), stupen degenerace hladiny Ex =
hw(K + 1n)? Bazi v prostoru symetrickyjch tenzori s K indexy tvoif
napiiklad tenzory

1 pokud je (il, e ,iK)
Tr: (Tar)iy.ige = permutaci (s opakovdnim) mnoziny M ,
0 jinak.

kde M, oznalujici jednotlivé prvky béaze, probiha vSechny skupiny
(a1,-..,aK), 1 < a; < ... <ag < n. Prvki béze je potom tolik,
kolik existuje téchto mnozin, neboli pocet kombinaci K prvku z n
prvki s opakovdnim (jinak Feceno pocet vybéru K operdtort E\I,
i € {1,...,n} bez ohledu na pofadi). Degenerace K—té hladiny je
tedy

K+4+n-1

dimV(Eg) = .
im V(Bx) ( n—1 >

Pocet kombinaci s opakovanim se obvykle odvozuje jako pocet

zpusobu, jak vymezit n — 1 pfepdzkami n skupin v K predmétech:

pficemz pocet prvki v j-té skupiné odpovida poctu E\I Celkem tedy

vkldddme n — 1 pfepdzek do K + n — 1 bunék — burika miuze byt

obydlena bud pfepdizkou, nebo operdtorem 8}

Atom vodiku

vvvvv s 2

Nyni pfistupme ke slozitéjsi iloze, atomu vodiku. Mohli bychom
se obdvat, ze definice sou¢inu operdtoru jako T a p uzitd v (142)
ze znalosti klasickych veli¢in nebude jednoznaéni, jelikoz operatory
nekomutuji. Oviem vedle trivialng zobecnitelného &lenu Z/7 lze

87Ti§im = (1/3')(T’L_7k +Tjk'i +Tk'ij +Tjik +Tikj +Tk]z) a podobné pro tenzory
vy§sich fadu.
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zobecnit jednoznacné i ¢leny typu Z;p;pr, pozadujeme-li hermiticitu,
jelikoz hermitovské &4sti®® vyrazu Z;p;p, p;TiPk, jakoz i ostatnich

permutaci, jsou stejné, jak ctenaf jisté ovéri. Definujme tedy Runge—
Lenzuv operdtor jako

2 1 /1. 0 1. .. .. z;
A; = 5TnDiPn + 5PnDiTn — PniPn | + =
ma \ 2 2 r

a wzivejme L definované v (142). Operatory Li A komutuji s H

~9
~ P [0 ~ ~ ~
H—_———A, H,L,, = H,A,, —_0,

jak lehce zjistite uzitim (144) a jednoduchych formuli jako

[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B.
Nyni budeme chtit sestrojit z operaci symetrie A\i, L ; Lieovu algebru

operdtoru na zatim blize neuréeném prostoru stavi. Zkoumejme tedy
komutatory L; a A;:

[Ei, EJ] = i}‘wijkfk, [Ei,;{j] = ihsijk;{k . (150)

Vsimnéte si, ze tyto vzorce vyjadiujf, Ze se LaA transformuji jako
vektory pfi rotacich generovanych L;. Nejobtiznéjsi komutator je

~ ) ~ —2H
[Ai, AJ] = lhEi]’kLk W 5 (151)
pii jehoz kontrole doporucujeme ignorovat Cleny symetrické v 7,
které se musi nakonec stejné kompenzovat. Diky této kompenzaci
se (151) shoduje s Poissonovou zdvorkou klasické veli¢iny {A;, A;}
(ndsobenou ik). Pfipomerime, 7ze nezélez{ na pofadi, v jakém piSeme
pravou stranu, jelikoz Ha E, komutuji.
Daéle studujme konkrétni hladinu s vlastni hodnotou hamil-
tonidnu (energif) F, a to jen v piipadé E < 0, tedy prostor V(E).
Operator " je na tomto prostoru pouze E -1Id, a tudiz podle formuli

8iHer/r\niteovské cast C je definovdna podobné jako symetrickd ¢ast pomoci
%(C + C1), co# je zjevné hermitovsky operétor.
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(150) a (151) dostaneme komutovanim operatoru A;, L] pusobicich
na téchto prostorech®® linedrni kombinaci Al, L Tyto operatory
tedy generuji algebru a ta je izomorfni algebie 50(4): operator A;
je umérny generatoru :7;4, rotujicimu ¢-tou a ¢tvrtou soutadnici.
Nékteff ¢tendii moznd védi, ze algebra 50(4) je izomorfni algebie
$U(2) x 5U(2); v nésledujicim odstavci to predvedeme.

Hledejme misto operdtoru L; a A; takové jejich linedrni kom-
binace M; a N;, které splituji komutaéni relace $14(2) (viz pitklad
11.8)

[M;, Mj) = ieij My, [Ni,Nj] =ieijiNe, [Mi,Nj]=0. (152)

Chceme tedy ukdzat, ze 50(4) se skladd ze dvou podprostori, které
jsou s ohledem na operaci komutovani uzaviené a izomorfni 5u(2).

Zkusime hledat ]\//.7,-, J/\Z- ve tvaru
M; = yL; + BA;, N;=+L; - BA4;.

7, pozadavku []\//.7,,]/\7]] = 0 dostédvdme pomoci predpocitanych ko-
mutétora (150,151)

—~ A

_9E\ ~
= [M;, N;] = iheij (72 - B ) Ly,

mao?

tedy podminku 8 = ~+/—ma?/2E (volba opainého znaménka
odmocniny odpovidd pouhé zdméné M; < N;). Z dalsi podminky
pro [M;, M;] (nebo ekvivalentné [N;, N;]) ziskdme

. = — . 2F
IEijkMk = [M,L-, Mj] = 1€ijk:h [(’y + ,32 > Ly + 27,8Ak:|

tj. m4-li byt posledni vyraz roven isijk['yfk + ﬂ;l\k], pak 2vBh = 3,

cili

1 1 [mao?

AN T 7o
Pro reprezentace operdtoru ]\//E a ﬁi plati obvyklé zavéry

o grupéch izomorfnich SO(3) nebo SU(2), konkrétné vlastni hod-

noty M2 resp. N2 jsou rovny Jm (G + 1) resp. jn(in +1) s j =

= (153)

89Matematik by mluvil o ,,restrikcich” Zi|V(E)’ Ej|V(E)-
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0,%,1,2,2 ...; myslete na M, jako na slozkt momentu hybnosti,
viz piklad 16.5. V nasem piipadé ale mizeme ukézat, z7e M? = N2
rozdil téchto operdtoru je imérny L;A; a tento skaldrni souéin byl

nulovy jiz v klasické teorii: A le# v roving obéhu, na kterou je L
kolmé. Vymizeni tohoto skalarniho soucinu v teorii kvantové lze
spatfit tfeba prepsdnim vsech ¢lenu do Tz ...pp... tvaru, kde se na
uréitych mistech vyskytujf indexy i, 7, k: bud u ZZ... nebo u pp...
musi byt alesponn dva z nich, davaji tedy vyraz v téchto indexech
symetricky a ten se anuluje zizZenim s €.

Tedy jm = Jn, neboli pokud reprezentaci grupy symetrie
hamiltonidnu (vygenerované z algebry operdtort A;, L;) na V(E)
zapiSeme jako soulin dvou reprezentaci grup SU(2), musi mit obé
reprezentace stejnou dimenzi. Kazd4 z projekci jar,s a jn,3 (myslete
na prumét momentu hybnosti do tfeti soufadné osy) mize nabyvat
jedné z 2jpr + 1 hodnot od —jp; do +jp. Zavedeme-li Cislo n =
2jm + 1, které se pro jpr =0, %, ... rovnd 1,2,..., lze celkovou de-
generaci psat jako D = (277 + 1)2 = n? v souhlase s interpretaci n
jako hlavniho kvantového ¢isla. Hladina s hlavnim kvantovym &islem
n se tedy transformuje jako (n,n) reprezentace grupy SU(2) x SU(2).

Na zivér nas jesté zajimd, jakou energii ma tato hladina
s hlavnim kvantovym ¢islem n. Nejprve je tfeba roznasobit a dokazat

identitu ) 9
H(M>’+-)=—— 154
(72 +5) =" (154)
kterd nam v podstaté dovoluje definovat hamiltonian jako
~ 2 h2
o ma/h (155)
8M? +2

P#i dikazu je tfeba dosadit za M? = 4212 + 8242, dale A; rozepsat
dle definice a misto H psit E: vSe provddime v podprostoru vlastnich
vektorti H s energii E. Rovnici (154) vyndsobime 4h? a po ptevedeni
A? na pravou stranu zbyva dokdzat rovnost

ma2

H(I* +1?) = (A2 - 1),

coz vyzaduje asi pétindsobné usili proti analogické rovnosti pro kla-
sické veliciny, u které schazi +h? na levé strané. Uvédomime-li si,
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1

#e vlastni ¢isla M2 jsou JM(ju +1) = 3(n® — 1) [n jsme defino-
1

vali pomoci jy = 5(n — 1)], a dosadime-li za « fyzikdlni hodnotu
e? /4meg, rovnice (155) nédm jiz bez odporu vyjevi vlastni hodnoty e-

nergie atomu vodiku, aniz bychom fesili jedinou diferencidlni rovnici:

2

m 62 2
E:—W (m) ) 77,2172,... (156)

*LM

16.4 Vicerozmérny anizotropni harmonicky os-
cilator

Ukol: Zopakujte si, jak je ve skriptech [PLA] nalezeno spektrum
linearniho harmonického oscilatoru, a podobnou metodou najdéte
spektrum N-rozmérného anizotropniho harmonického oscilatoru,
jehoz hamiltonidn je

~ P 1

H="+ -mu*" 4%,

2m = 2

kde A je redlnd symetricka pozitivné definitni matice.

Poznamka: Podminka, aby byla matice pozitivné definitni, vyplyva
z fyzikalniho nahledu. Druhy ¢len v H popisuje potencidlni energii
Castice lokalizované v bodé x. Zajimame se o vazané stavy Céstice
(chceme, aby bylo spektrum diskrétni), éastice tedy musi byt lokali-
zovang ,,v konetném objemu” a potencidlni energie musi tedy rust
nade vSechny meze, pokud ||x|| = oo (v libovolném sméru).

Z pohledu matematika je tato podminka potifeba proto, abychom
mohli definovat hermitovsky sdruzené operdtory @, a' (viz vztah
157); pro hamiltonidn typu p? — 22 bychom méli potize.

Reseni: Pro jistotu piipomeneme, jak se postupuje v dimenzi jedna.
Myslenka je pouzit rozklad p? + 22 = (p + iz)(p — iz), musime ale
mit na paméti, ze tato formulka plati pouze, pokud zp = pzx, zatimco
v kvantové mechanice plati [z, p] = k. Zavedeme anihilacni a kreadni
operdtor @, a’ vztahy

- mw (. ip - mw (. ip
_ [mw 2 = M (p P 157
@ 2h (w+mw)’ . 2h (a: mw)’ (157)
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nacez hamiltonidn piejde na tvar

~ 1 1 1
e — 224 20,222 _ atar 1) .
2mp + 5 MW'T hw (a'a + 5
Polovina na konci posledniho vyrazu je pravé dusledek [z,p] # 0.
Spektrum vyse uvedeného hamiltonidnu je

1
E, =hw (n+2>, n=0,1,...

Vratme se k vicerozmérnému anizotropnimu piipadu: klicovy
prvek feSeni je diagonalizovat potencidl. Matice A je symetrickd, a
tedy existuje matice P, kter4 je ortogonalni (P~ = PT) a pro niz je
D = PT AP diagondlnf{; vlastni ¢fsla D oznaéme Aq,...,\, a vime,
ze jsou viechna redlnd (A je hermitovskd) a kladnd (A je pozitivné
definitni). Vztahem ¢ = PTX definujeme nové souiadnice, ve kterych
je tedy kvadratickd forma popisujici potencidlni energii diagondlni

1 1 al
Emw?)?TA’)? = Eme Z AiZE .

i=1

Soutasné zavedeme nové hybnosti relaci 7 = PTp a diky ortogonalité
matice P je Y. p? = > 72 (ovéite). Hamiltonidn tedy nabude tvar
1N N
o~ ~ o~
H= = 7+ omw? Y NE (158)

i=1 i=1

N | =

Nové souradnice a hybnosti &; a 7; spliiuji spravné komutaéni relace
(fikdme, 7e tyto soufadnice jsou kanonické)

[€;, 7] = [Pyt Prkbm] = hPij POt = iRP, Pk = 8.

Pouzivime Einsteinovu sumaéni konvenci, linearitu komutatoru
a konetné kanoni¢nost puvodnich soufadnic® [Zi,pm] = iAdim.

900veite dosazenim By, = —ik(d/ dzm ). Viimnéte si, ze pro cely vypotet (zde
i v [PLA]) potfebujeme znat pravé jen hodnotu komutétoru [Z;, pm] a viibec ne
konkrétni tvar Z; a Dp,-

299



Hamiltonidn (158) tedy pfedstavuje soustavu N nezdvislych jed-
norozmérnych oscildtord s obecné riznymi vlastnimi frekvencemi
w? = \iw?, jinymi slovy

. . 1, 1

H= ZH Hi= 7} + Emwfgf. (159)
To znamen3, #e vlastni vektory H maizeme (i kdyz nemusime) hledat
ve tvaru tenzorového soucinu |n1) ® |n2) ® ... ® |nn), kde na i—tém
misté v soudinu stoji néjaky vlastni vektor operatoru®! H;. Tento
algebraicky zapis vdm bude moznd srozumitelnéjsi, pokud fekneme,
ze stavy |n) jednorozmérného oscildtoru lze popsat funkcemi jedné
proménné®? 1, (£), stavy N-rozmérného oscildtoru jako funkce N
proménnych a Zze tenzorovému soulinu odpovidd u téchto stavu
funkce

n1...nn) En) @ na) ®... @ [ny) ew
o ,d)nl:---ynN (61’ R §N) = Yn, (§1)¢n2 (§2) Py (gN) -
(160)
Napriklad operator H 1 obsahuje pouze nasobeni &; a derivovani po-
dle & (neobsahuje operace s jinymi proménnymi §;), a tedy pusobi
na |nj...ny) samozfejmé

Hi [, (61)%ny (€2) - Yy (En)] = Hi [ty (61)] ¥y (€2) -+ Yny (E)

coz jsme méli na mysli obratem ,,pusobit na prvni dimenzi a ostatni
nechat na pokoji”.

Ztotoznéni prostoru stavi . s funkcemi N proménnych (vztah
160) se nazyva &-reprezentace a lze jej chdpat jako vyjddfeni prvku
& v bazi® [6(&] — &1)) ® --- ® |6(Ey — €n)), kterd je indexovéna

91Rovnost (159) neni napsdna zcela precizné: na levé strané je operdtor
piisobici na stavech v RV, napravo jsou operétory plisobici jednorozmérné stavy
(tj. v R). Napf. operdtorem Hi na pravé strané mame na mysli H1 ® Id2 ®...Q®
1dy,, tj. operdtor pusobici na N-dimenziondlni stavy tak, ze ,,zapusobi na prvni
dimenzi a ostatni nechd na pokoji”.

92Funkce spliujici Hibn (¢) = hw(n+ %)1/% (¢) ma tvar ,,exponencidla klesajici
pro |z| = oo krat n-ty Hermitetv polynom”.

93Prvek této baze popsany indexy &f,..., &R je vektor stavu &astice lokalizo-
vané v bodé £1,...,£)y. S nadhledem pomfjime skutecnost, ze jiz baze [§(¢' —£))
v jednorozmérném pfipadé je nespoletnd, a ze tyto bdzové vektory vlastné uz ve
zminéném prostoru stavii nelezi, nebot je nelze definovat jako funkce a musime
pouzit distribuce [Ci].
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spojitymi indexy &1, ... ¢y probihajicimi (nezédvisle) celé R.

Pokud lze hamiltonidn rozlozit podle vzoru (159), hovoiime
o separovatelném problému. Je nasnadé, ze se takové problémy
t&s{ oblibé, nebof pii jejich feseni je potfeba se zabyvat pouze
jednodussimi (v tomto pifpadé jednorozmérnymi) tdlohami. Lze
ukazat, ze obecny vlastni stav b2 prislusny k vlastnimu ¢islu F je
vzdy linedrni kombinaci tenzorovych soucinu (160), které odpovidaji
tomuto vlastnimu &islu.

Na zékladé nasi znalosti feSeni jednorozmérné tlohy ted mizeme
okamzité napsat, jak vypadd spektrum H: pusobenim operdtoru ve
tvaru (159) na stav (160) zjistime, ze jeho energie je

N
1
E(nla"'$nN):thV)\i (ni+§> ;
=1

a celé spektrum H dostaneme tak, ze ni,...,ny nechdme probihat
vSechna nezdpornd celd ¢isla.
Pro izotropni harmonicky oscildtor (\y = ... = Ay = A a

polozme X = 1) dostdvédme tedy spektrum hw(n+4N),n=0,1,...,
jehoz hladiny jsou ovSem vysoce degenerované: tolikrat, kolika
zpusoby lze nezdporné celé ¢islo n napsat jako soucet N nezapornych
celych ¢&isel (viz dvod pifkladu 16.3). Anizotropie tuto degeneraci
snimd, ale podle konkrétni volby Ai,..., Axy mohou nékteré hladiny
zustat degenerované. *TB

16.5 Kvantovani momentu hybnosti

Ukol: Uvazujme algebru operdtoru L;, i = 1,2,3, splaujicich ko-
mutaénf relace®*
[Li, L] = ieijnLy, - (161)

Najdéte vSsechny kone¢nédimenziondlni ireducibilni reprezentace této
algebry a charakterizujte je pomoci vlastnich ¢isel L. Jinymi slovy:
zajimame se, pro ktera n existuji linearni zobrazeni Lg"), Lg"), Lg") :
R™ — R"™, kterd spliiuji komutaéni relace (161) a kterd nemaji zadné
spolec¢né invariantni podprostory.

94¢; ik je Levi-Civittiv symbol, viz piiklad 6.1 & 19.5.
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Nsvod: Definujte operdtor L2 = Z?zl L?, ukazte, e komutuje

s Ly, Lo, L3, a uvédomte si, ze tedy v kazdé ireducibilni reprezentaci

musi byt tento operator reprezentovan A-ndsobkem operdtoru iden-

tity. Ireducibilni reprezentace lze pak klasifikovat timto Cislem .
Definujte ladder operdtory

Li=1Ly+iLy, (162)

a pouzijte techniku anihila¢nich a krea¢nich operdtoru.
Umluva: V piikladu znacime index ¢ a imagindrni jednotku i.

Reseni: Hned v tivodu upozornéme na to, 7e uvedené operatory maji
fyzikalni interpretaci: jsou to slozky (orllitélnl’ho) momentu hybnosti
Castice, tedy E = €;jkT;Px. Operéator L? pak samozfejmé odpovidd
velikosti tohoto vektoru. V tomto piikladu nakonec zjistime, jak)'rcll
hodnot mohou nabyvat vlastni ¢isla E3, pokud je vlastn{ hodnota L>
rovna A.

Dopliime také, ze komutaéni relace (161) jsou pfesné komutaéni
relace $U(2) (piiklad 11.8). V tomto pfikladu proto vlastné hleddme
kone¢nédimenziondlni ireducibilni reprezentace grupy SU(2).

Nyni ale jiz k feseni. Nechf operatory L1, Lo, L3, L? jsou libovolné
linedrni operatory, které pusobi na prostoru R™ a splriujf relace (161)
— takové operatory automaticky tvori reprezentaci vySeuvedené al-
gebry. Budeme se zabyvat otdzkou, za jakych podminek muze byt
tato reprezentace ireducibilni.

Snadno ovéfime, ze vSechny slozky L; skutecné komutuji
s operatorem L2 (vypiste si vSechny zadané komutalni relace a
provedte). Lze tedy vidy najit bizi R™ slozenou z vektori®®
V1), -+, |Va), které jsou vlastnimi vektory jak L, tak L* (nemfizeme
z4dat, aby to byly vlastni vektory i L1, Lo, nebot ty jiz s L3 neko-
mutujf); tvrzenf
Necht hermitovské operdtory A, B na R™ spolu komutuji. Pak exis-
tuje baze R", jejiz kazdy vektor je vlastnim vektorem A i vlastnim
vektorem B.

muzete povazovat za zndmé, dikaz viz napiiklad v [Tan].

95Na R” definujme skaldrni souéin tak, aby byly operatory L1, L2, L3 hermi-
tovské (pak je i 12 hermitovsky).
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Je-li oviem |a) vlastnim vektorem L2, pak i L;|a) je vlastnim
vektorem tohoto operatoru, nebof [L;, L?] = 0 (ovéFte sami, nebo se
podivejte na vztah 148); totéz plati samoziejmé pro Lo, Ls. Prévé
jsme ukézali, 7e vlastni podprostor operstoru L? pro zadané (jeho)
vlastni &islo A je invariantnim prostorem operédtoru Ly, Lo, L3; jeding
moznost, jak tedy zachrédnit ireducibilitu reprezentace (nemé existo-
vat zddny netrividlni invariantni podprostor), je zarucit, ze L? m4 na
R" jediné vlastni &islo (tedy L> = AId), nebotf pak je tento invari-
antni podprostor celé R™. Toto tvrzeni se nazyva Schurovo lemma.

Navic v bézi |wv),...,|vn) neexistuji dva vektory, které by
odpovidaly stejnému vlastnimu &islu Lz (kvuli ireducibilité; viz
pozndmku za rovnici 167). Vektory béze |v1),...,|v,) tedy mizeme
jednoznaéné identifikovat vlastnimi &isly vzhledem k Ls a L?; déle
proto budeme pouzivat pro vektory béze oznadeni |\, ), kde

L2|)‘7 1) = A u),

L3|)‘7 /‘) = lu’|>\7lu> .
Nyni budeme chtit zjistit, jakych hodnot muze nabyvat A a jakych
(kolika) hodnot miize pro zadané A nabyvat u (to bude pak n, neboli

dimenze odpovidajici reprezentace).
Spocteme si proto komutdtory (opét proved'te)

[L2>Li] =0, [Ls,Ly]=Ly, [Ls3, L ]=-L_. (163)

Z téchto vztahl jiz snadno vypolitdme LsLy|A,u) = (L4Ls +
L) p) = (w4 1)Ly|A, 1), neboli vektor

Ly |As ) (164)

je bud nulovy, nebo je to spoleény vlastni vektor operatori L? a Ls
s vlastnimi ¢isly A a p + 1. Analogicky lze postupovat pro vektor

L|Asp), (165)

jenom s tou zménou, Ze nyni je to vlastni vektor Lz s vlastnim
Cislem g — 1. V tomto snad shledavate onu podobnost L, L_
s kreaCnim a anihilaénim operatorem u harmonického oscildtoru;
pro operatory Ly se proto také pouziva nédzev ladder—operdtory
(zebiikové operatory).
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Abychom mohli najit normu vektoru (164,165) a zjistit tak, kdy
jsou nenulové, vypotitdme z (163)

L,L =1*—12+1Ls,
L Ly=1*-12-1Ls.

Diky L:_ = L_ (ovéfte) jsou potom kvadraty norem téchto vektora
(pouzivadme Diracovu notaci: (a| = (|a))t)

L) = sl DLy ) = A — (£ 1),
[Lo [\ )P = Nl Ly LM ) = X — p(p — 1) .

Protoze kvadrit normy nemuze byt zaporny, dostdvame takto sous-
tavu dvou kvadratickych nerovnic pro u (X je ted pevné), kterou je
tieba vyfesit. Lze si napiiklad uvédomit, ze musi byt pmin < p <
HFmaz kde

(166)

A= Hmaz (Nma:c + 1) 5

7z ¢ehoz muzeme Umag, Umin VyPOCitat; muzeme si jesté uSetfit po-
lovinu préce, pokud tyto rovnosti odeCteme a vysledek mirné up-
ravime:

(;U'maz — Mmin + 1)(;Ufmaz + ﬂmzn) =0.

Odtud s vyuzZitim pmee > Wmin Plyne, ze musi byt pmez = —fmin-
Zdiraznéme jesté jeden dusledek (166): vektor |A, tmaz) je jediny
vektor baze {|A,u)}, ktery spliuje Li|A,u) = 0 (podobné pak
L*|)‘7 /"min> = 0)

To ale neni vSe: jelikoz L, i L_ méni vlastni ¢islo p o jednicku,
musi Se lmaz & Mmin liit 0 celé &islo a zaroven vlastni &islo p mize
nabyvat pouze hodnot pmin, bmin=+1, .- ., bmaz- Pokud by existovalo
obecné vlastni ¢islo u, které by se napiiklad od tmqes liSilo o necelé
¢islo, mohli bychom pomoci L, doskdkat a7 tésné pod pimaes (tedy
ziskali bychom z |\, u) vlastni vektor |\, 1), tmaz > 1’ > bmaz — 1)
a dalsim krokem jej pfeskocit, ¢imz bychom vytvorili vlastni vektor
s vlastnim é&islem u' + 1 > fimqz- Stejnou tdvahu zopakujeme pro
Wmin & zaver tedy je, ze pro kazdé vlastni ¢islo p musi byt pmes — 4
it — pmin nezaporné celé Cislo, a proto je i pmazr — Umin celé Cislo.

Diky pmaz = —bmin Pak mze byt jediné pi,,q. = 0, %, 1, %, -
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Muzeme tedy uzaviit (uz ve standardnim znaceni): ireducibilni
reprezentace nasi algebry (kterd je izomorfni k 51(2)) lze ocislovat
vlastnimi &sly operatoru L? a ty mohou nabyvat pouze hodnot A =
j(7 + 1), kde § = pmaz je nezdporné celé, nebo polocelé &islo (A
jsou tedy mozng vlastni &isla L?). Tyto reprezentace maji dimenzi
n =2j+1 (to je pocet povolenych hodnot pu, ¢ili dimenze vlastniho
prostoru L? k vlastnimu &slu A) a L3 na ném ma vlastni hodnoty
m = _jv_j+17"'aj_1’j'

Dodejme, ze pokud jsou vSechny |j, m) normovany na jednicku,
pak (166) fik4, ze

Lyljym) = al)|j,m £ 1), (167)

kde a;-:ytn) = 1/j(j +1) —m(m £1). Pouzili jsme pfitom konvenci,
ve které jsme koeficienty pfed |j,m) na pravé strané (167) zvo-
lili redlné kladné. Ze vztahu (167) také plyne, ze pokud by pro
zadané j,m existovalo n nezdvislych vektoru |j,m,1),...,|j,m,n),
pak by jich muselo byt pro vSechna m = —j, ..., j stejné. Vektory
|7, =7,%), ..., |4, 7, 1) potom tvoii invariantni prostory L, a L_, a tedy
i Ly, Lo. Tato situace tedy u ireducibilnich reprezentaci nemize na-
stat.

V reprezentaci dimenze n = 25+ 1 lze tedy operatoru L3 pfifadit
diagondln{ matici (s vlastnimi &fsly —j,—j + 1,...,7) a operdtorum
L_, L, nilpotentni matice stupné n (pffmo ve tvaru Jordanovy
buiiky). Napiiklad pro j = 1 dostdvéme

01 00 1o
=(o0) = =(70) ==(3 %),
2

tedy {L1, L2, L3} jsou Pauliho matice {o1,02,03} (ndsobené 1, viz
piiklad 6.1).

Zduraznéme, ze k tomuto vysledku jsme potiebovali zndt pouze
komutaéni relace mezi Ly, Lo, L3 a nikoliv jejich tvar naptiklad v z—
reprezentaci. *TB,KV
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17 Lepé tvary kvadratické

17.1 Klasifikace kvadrik aneb Vzorecky, vzorecky

Ukol: Méjme kvadriku v R® zadanou rovnici

3 3
E i T;T; + E 2a;4; + aqq = 0, Qij = Qji - (168)
i,j=1 =1
Oznac¢me

ai1 a12 ai13 @14 a1 a1z ai3

a21 G22 G23
a3y az2 ass

a21 a922 Q23 G
A= 21 Q22 @23 QA24 B=Ay =
@31 az2 33 G34
Q41 Q42 @43 Q44

Dokazte, ze vyrazy
A=detA, d=detB, s=TrB,

a11 a31
a13 a3z

a2 Q23
a3z2 ass

a1l @12

t:detBn +dethz +detB33 = a @
21 22

jsou invarianty vzhledem k posunuti a otoeni v R? a naleznéte vztah
mezi témito invarianty a typem kvadriky.

Reseni: Piejdeme do projektivniho prostoru, kde bod x = (1, z2,
z3) € R3 popiSeme vektorem X = (z1,z2,73,1). Pokud pfijmeme
tuto konvenci, mfizeme zapsat kvadriku (168) ve tvaru X' AX = 0,
kde A je matice 4 x 4 definovand v zadani.

Vyhodou projektivniho prostoru je, ze operace posunuti a otoceni
v R3 v ném lze vyjadiit linedrnimi zobrazenimi. Matice posunuti
o (dz,dy,dz) je

100 dr 100 —dz
(o010 dy 4 _[010 —dy
P=1001 d- P =1o001-dz |

000 1 000 1

ovéite, ze Py(z,y,2,1)T = (z + dz,y + dy, 2 + dz,1). Podobné je
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matice otoceni (pfipadné otoceni se zrcadlenim)

0 0

B H 0 o H'! 0
PO_ 0 Po - O ’

0001 0 0 01

kde H je né&jaka ortogondlni matice (HHT = 1); mlizete opét ovéfit,
7e P,(x,y,2,1)T je vektor, jehoz prvni t¥i slozky jsou H(z,y,2)T a
posledni slozka je 1. Obecnd transformace (otoceni a posunuti) je
pak

dx
P,P,=P= H Zz , H ortogonalni.
0001

Po transformaci X = PX m4 rovnice transformované kvadriky tvar
0=X4x=X)T(P1HTaP X = (X)TAX

a na nds nyni je, abychom ukdzali, ze vyrazy A’, ¢, s’ a t' pro matici
A’ vyjdou stejné jako vyrazy A, §, s a t pro matici A, nezdvisle na
transformaci P.

Nejprve si uvédomime, Ze matice B se pri transformaci P méni
podle pravidla A}, = B’ = (HT)"'BH™!, ptitemz HTH = 1 a
|det P| = |det H| -1 = 1. Z toho

A = det PTA'P = (det P)*det A’ = A/,
§ =det HTB'H =det B'det HTH = ¢’
s=TrHT'BH=TrB'HHT =&'.

Zbyva ukazat invarianci t. To je ale snadno vidét z libovolného ze
vztahti (druhd rovnost plati pouze pokud B~! existuje)
1
t=3 [(TrB)> - TrB?] =det BTrB™',
kde jsme t vyjadfili pomoc{ invariantnich vyrazi (invariance Tr B~1
se ovéil podobné jako pro Tr B). Pfi odvozovani téchto vztahi je
klicové si uvédomit, ze t je koeficient u linedrniho ¢lenu v det(B—A1),
tedy £ = A1 A2 + A3 + A3, kde Ay 2 3 jsou vlastni ¢isla matice B.
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Nyni se vénujme otdzce, jak souvisi invarianty A, d, s,t s typem
kvadriky. Povolenymi dpravami (tzn. transformacemi P; konkrétni
provedeni viz v piikladech 17.2,17.3 a dalsich) pfevedeme matici B
na diagondlni tvar (vhodnym oto¢enim) a podle moznost{ vynulu-
jeme koeficienty a;4 (vhodnym posunutim). Tim dosdhneme nakonec
jednoho z nésledujicich stredovjch tvard (tyto tvary budeme charak-
terizovat pomoci znamének A, 4, s, t)

o a118” + agy® + as3z® +agq = 0, sgnay; = sgnagy = sgnass #
0. To je pro sgnajjass < 0 rovnice elipsoidu, pro agq = 0
je to rovnice, jiz spliiuje jediny bod a v poslednim piipadé
sgnaiijaqq > 0 tato rovnice nema feSeni.

Z toho, co vime o a1, ass, ass, a4q, muzeme jiz uréit, jakd bu-
dou v jednotlivych piipadech znaménka invariantu:

0 = ajiagzasz # 0,
s6 = (a11 + a0 + a33)a11a22a33 > 0,
t = aiia22 + azeasz +aszai; >0,
<0 elipsoid
A= 11022033044 =0 bod
>0 imagindrni elipsoid

o an@? + azy® + assz® + ass = 0, sgna;; = —sgnaxp =
—sgnags 7 0. Toto je rovnice hyperboloidu. Obecné plati § # 0
a alespon jedna z moznosti

la11] < |aze + ass s6 <0
|a11] > |azz + ass] t = ai1(az2 +as3) + azasz <
—(agz2 + a33)? + azzasz < 0.

Podle znaménka a44 je pak nutné rozhodnout, zda je to
jednodilny ¢ dvoudilny hyberboloid anebo kuzel. Jednoduse
to lze zjistit tak, Ze uréime fez kvadriky rovinami z = 0,
y = 0 & z = 0: napiitklad z2 — y> — 22 — 1 = 0 je rovnice
dvoudilného hyperboloidu, nebot rovina £ = 0 m4 s touto
kvadrikou prazdny prinik (—y? — 22 = 1) a oddéluje jeho dva
dily. Naopak z? +y? — 22 — 1 = 0 popisuje jednodilny (rotaéni)
hyperboloid, nebot #4dné z rovin £ = 0, y = 0 ani z = 0 s nim
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nemd prazdny prunik.

<0 dvoudilny hyperboloid
A< =0 kuzel
>0 jednodilny hyperboloid

a1aT + any® + azsz® = 0, aig # 0,a22 # 0,a33 # 0.
V tomto pripadé mdme co do ¢inéni s paraboloidem; obecné
plati 6 = 0, At < 0 a podle znaménka assass rozhodneme,
zda je to paraboloid hyperbolicky &i elipticky. Pro azz = |az2],

azs = —|ass| je prunik kvadriky s rovinou z = —1 hyperbola
lazz|y® — lass|z® = ais. V pifpadé azs = |az|, aszs = |ass]
je prunik s touto rovinou z = —1 (budiz a;4 > 0) elipsa

laza|y® + |ass|2® = a4, takze zéver je

A= —a? ama <0 elipticky paraboloid
147228331 5 0 hyperbolicky paraboloid

a2y? + az32% + agq = 0, agz # 0,a33 # 0. V rovnici se viibec
nevyskytuje proménng z, prunik kvadriky se v§emi rovinami
T =c, c € R, je stejny, a plocha je tedy ve sméru z transla¢né
invariantn{ (je to ,,vélec”). Zda je jeho prufez elipsa ¢i hyper-
bola, rozhodneme podle znamének asz, azz. Obecné v tomto
piipadé plati 6 = A =0 a déle

>0 eliptickd valcova plocha
t (pouze pro agq < 0)
<0 hyperbolicka vélcova plocha

agqy + azzz? = 0, agq # 0,a33 # 0. Tento piipad je podobny
predchozimu bodu, jednd se o parabolickou vélcovou plochu.
Neni potieba rozlisovat zddné piipady: 6 = A =t =10, s # 0.

a332% +asa =0, ass # 0. Tato rovnice popisuje pro asqazs < 0
dvojici rovin z = ++4/—a44/ass, pro agq = 0 je to rovina jedind
a pro aqq > 0 je to prdzdnd mnozina. Invarianty jsou 6 = A =
t=0as#0.

azqz = 0, azq4 # 0. Kvadrika s invarianty § = A =t =5 =10
muze byt tedy napfiklad rovina.
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Kvadriky v R3
a,b,c,d >0

Elipsoid

Hyperboloid jednodilny
(koule, rotaé¢ni, trojosy)

(rota¢ni ¢i elipticky)
ax? +by? —c2?=d

ax? + by’ +c2? =1

0222120 ——

wan2 210 ——

Hyperboloid dvojdilny
(rota¢ni ¢i elipticky)
ax? +by? —c2? = —d

2002022272410 ——

Paraboloid Paraboloid
(rotalni & elipticky) (hyperbolicky)
az? +by? —cz2=0

w2270

az? —by? —c22 =0

w2y220

2

X

2
2
55

2
23

o223

555
%
%

%
23

Sy
222
5555
55
55
s
2%

R

Z
S22
eeores
S
LR
&z

s

5292

aases
22022
RS

&

=

2%
5
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Shrnuti:

A <0 elipsoid
t>0,6s>0 A=0 bod
A >0 imaginirni elipsoid

60#0
A <0 dvoudilny hyperboloid
t<0nebods<0 { A=0 kuzel
A >0 jednodilny hyperboloid
A <0 elipticky paraboloid
A >0 hyperbolicky paraboloid
5§=0 t>0 eliptickd vélcova plocha

t <0 hyperbolickd véalcova plocha
t =0 parabolickd valcova plocha
a dalsi degenerované pripady
*xZD

17.2 Klasifikace kvadrik aneb Jak to vymyslet
sam
Ukol: V prostoru R? je zadéna kvadrika rovnici 7z2 + Ty® + 1022 —

2zy — dzz + 4yz — 12z + 12y + 60z + 42 = 0. Urcete typ kvadriky,
velikosti a sméry jejich os.

Reseni: Nejdiive zavedeme oznaceni

7T -1 -2 T
A=\ -1 17 2 |, L=(-1212,60), x=| y |,
-2 2 10 z

které ndm umozn{ zapsat rovnici kvadriky ve tvaru xT Ax+ Lx+42 =
0. Typ kvadriky a jeji parametry umime snadno zjistit, pokud zname
jeji rovnici v tzv. stredovém tvaru. Naptiklad stfedovy tvar rovnice
elipsoidu je (viz také piiklad 17.1)
2 2 2

x y 2%

afZ + = + 6‘72 =1,
kde a, b, c jsou velikosti poloos. Zkusme tedy najit takovou soufadnou
soustavu (resp. vhodnou bézi), ve které bude rovnice nasi kvadriky
ve stfedovém tvaru.
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Nejdiive se zbavime smiSenych ¢lenti v rovnici kvadriky (¢leny
xy, xz, yz). Toho dosdhneme pomoci pootoceni soufadného systému
tak, aby A méla v novém soufadném systému nenulové prvky pouze
na diagondle. Jinak: hleddme takovou ortogondlni matici U, aby
platilo

D=UTAU,

kde UT = U~! a D je diagondlni matice. Diky A = AT vime, ze
takova ortogonalni matice U bude existovat a dokonce mame i recept
jak ji najit. Matice U bude mit ve sloupcich vlastni vektory matice
A a matice D bude mit na diagondle vlastni ¢isla matice A. Otocen{
soufadného systému lze pak vyjadiit jako xp = UT x neboli x = Uxg.
Provedenim této substituce dostaneme (Uxg)” A(Uxg) + LUxg +
42 =0, coz je
XRTDXR + LUxgp +42=0.

V této rovnici jiz nejsou smiSené Cleny. Budou se zde vyskytovat
pouze &leny typu z a z2. Linedrnich élent se pak snadno zbavime
dopliiovanim na ¢&tverec.

Realizujme nyni vySe uvedeny postup. Nejprve najdeme vlastni
Cisla matice A.

T-A -1 =2
det(A— A1) =det| —1 7—X 2 =
-2 2 10—2A
=A%+ 24)% - 180A4+432=—-(A—6)> (A —12) .

Déle je tfeba najit vlastni vektory matice A. Vime, ze budou existo-
vat dva linedrné nezivislé vlastni vektory pfislusné vlastnimu &islu
6, a jeden vlastni vektor pfislusejici vlastnimu ¢éislu 12. Soustavu
(A — 61) v =0 Fesi vSechny vektory ve tvaru

2t + s
S b
t

kde t a s jsou libovolnd. Zvolme (1,1,0)7 a (—1,1,—1)T jako

navzajem kolmé vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢&islu 6. Vlastni
vektor pfislusny vlastnimu ¢islu 12 je FeSenim rovnice (A — 121) v=
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0. Resenim této rovnice je libovolny vektor tvaru

kde u je libovolné. Zvolme vektor (—1,1,2)T.

Méme tedy tii nezavislé vlastni vektory matice A a muzeme proto
sestavit matici U. Nez je ale zapiSeme do sloupcii matice U, musime
je nejdfive nanormovat tak, aby mély jednotkovou velikost. Jinak
by totiZ matice U ménila pii transformaci délku vektorti (UUT by
nebylo 1, ale pouze diagondlni matice). Matice U a k ni inverzni
matice U~! = UT m4 tvar

1 1 1 11 9

V2 V3 /6 V2 V2
U= 4 1 1 U-l= 1 1 1
V2 V3 6| V3 /3 Q/E
0 —L1 2 1 1 2
V3 V6 V6 V6 6

Po provedeni substituce x = Uxg ma rovnice kvadriky tvar

36 144
62% + 6y% + 1225 — ——yp+ ——=2r +42=0.
R Yr R \/gyR /6
V této rovnici provedeme ,,doplnéni na ¢tverec” a dostaneme

6x§+6(y1f—\/§>2+12 (zR+\/6>2:48.

Nyni jeSté posuneme pocatek souradnic

IT = IR
yT:yR_\/§
ZT:ZR—F\/E

a rovnice kvadriky je v tomto posunutém systému soutadnic

coz je jiz stfedovy tvar rovnice kvadriky, a sice rotacniho elipsoidu.
Odtud snadno odecteme velikosti poloos a = 2v/2, b = 2v/2, ¢ = 2;
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transformace (zména béze), kterou jsme provedli pomoci matice U,
byla ortogondlni, neménily se tedy vzdélenosti, a tudiz plati tyto
délky poloos i pro kvadriku pred transformaci.

Dalsi informaci, kterou je mozno ziskat, je poloha stfedu elip-
soidu v puvodni soufadné soustavé. Pokud je rovnice kvadriky ve
stiedovém tvaru, jsou soufadnice jejtho stfedu (0,0,0). Popi§me
polohu stfedu pomoci polohového vektoru z pocéitku do stiedu
kvadriky, a sledujme jak se tento vektor bude ménit, kdyz se budeme
posloupnosti transformaci, které vedly na stiedovy tvar vracet zpét:

cr =(0,0,007 = cg=(0,v3,—vV6)T = c=Ucg=(0,0,-3)T.

Osy elipsoidu lezi na ptimkach uréenych vlastnimi vektory matice
A a stiedem elipsoidu. Poloosy, které maji délku a = b = 21/2 lezi
v roviné uréené vlastnimi vektory (1,1,0)%, (—1,1,—1)T a poloosa
¢ = 2 na pifmce uréené (—1,1,2)T (to je také rotacni osa). Lze
se o tom samoziejmé piesvédcCit i tak, Ze napiiklad osu piislusnou
poloose ¢ = 2, kterd je v otocenych soutadnicich cg = (0,0,1)7,
oto¢ime zpét: c = Ucg = %(—1, 1,2)T. *VP
17.3 Diagonalizace kvadratické formy: radkové a
sloupcové tupravy

Ukol: Preved'te nasledujici kvadratickou formu na kanonicky tvar a
uved'te prislusnou linedrni transformaci

Q(x) = 27 + 3z3 + 423 — 22120 + da1 23 — 3T0T3 .

Uved'te ndzev kvadriky Q(x) = 1.

Reseni: Matice A, kterd reprezentuje uvedenou kvadratickou formu,
m3 tvar

Pomoci fadkovych a ekvivalentnich sloupcovych tprav ji umime
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prevést na diagonalni tvar

radky:
2(2)+(1)—=(2) stejné dpravy
2 -1 2 B)-(1)—=@3) (2 -1 2 se sloupci
A=|-13 -3 — 05 -1 —
2 -2 4 0—3 2
radky:
10(3)+(2) sloupce:
20 0 -3 (2 0 0 . 20 0
0 10 -1 — 010 -1 — 010 0 =D
0-1 2 00 19 0 0 190

Kvadratickd forma m3é tedy v uréitych soufadnicich tvar
Q' (y) = 2y7 + 10y3 + 190y3 . (169)
Tim chceme Fict: existuje baze B, ze plati
X'Ax=Q(x) =Q'(y)=y"Dy, VxeR’,

kde y je vektor slozek x vici této bazi B. Aniz bychom déle pétrali po
této bézi, pozndvdme v kvadrice Q(x) = Q'(y) = 1 jiz ted elipsoid.

Souvislost mezi x a y (linedrni transformaci) ale nyni pfece jenom
najdeme. Rddkové tipravy, které jsme podnikli s matici A, pfepiSeme
do matice M, tedy takové matice, ze M A je matice A po téchto
fadkovych tpravach. Uvédomte si, ze napiiklad prvni fddek M A je
linedrni kombinace fadku A, a koeficienty této kombinace jsou prvky
v prvnim fadku M.

Tato matice M se bude rovnat souinu matic, které reprezentuji
jednotlivé kroky. Napiiklad: prvni krok, ktery fikd, ze druhy fadek
bude rovny dvojnasobku druhého plus prvni, tfeti fadek bude rovny
souctu tfetiho a prvniho a s prvnim fddkem se nic nedéje, vypada
v matici M; nésledovné (podobné druhy krok — Ma):

1
1
-1

0
0
10

M, = M, =

o N O
= O O
o O
== O

VyzkousSejte si, ze M7 A je skutecné matice A po prvnim kroku tprav.
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Podobné lze matici A, v niz jsme provedli n&jaké sloupcové
upravy, zapsat jako AN (opét: prvni sloupec AN je linedrni kombi-
naci sloupcu 4, koeficienty najdete v prvnim sloupci V). Skuteénost,
ze jsme provadéli ,,stejné” Fadkové a sloupcové upravy, znamend
N =MT.

Celkem jsme vykonali na matici A sérii dprav

100
A - MAMT = MoMyAMTM] =D, M=|120]|,
-9 210

a tudiz dostavame
T Ax=x"M DM 1) Tx,

neboli hledan4 linedrn{ transformace je y = (M )T x. Po dopocteni
dostavame

1-1 1
o= (08
00 L
1 1 1 1
hr =21 — 522 + T3, Y2 = 522 = 5% Y3 = 13-
Nevyhoda tohoto postupu je, 7e transformace y = (M ~!)Tx nenf

ortogondlni, a tedy nezachovava délku vektoru. Proto nelze z tvaru
(169) pfimo odeéist napiiklad délky poloos elipsoidu Q(x) = 1.
*MB,ZV

17.4 Diagonalizace kvadratické formy: vlastni ¢i-
sla

Ukol: Pieved'te nasledujici kvadratickou formu na kanonicky tvar
pomoci ortogonalni transformace

Q(x) = 3 + 3 + 523 — 6z129 — 27123 + 22073 -
Urcete typ kvadriky Q(x) = 1.
Reseni: Matice A z vyjadieni Q(x) = x” Ax je napiiklad

1 -3 -1
A=1[|-311
-1 1 5
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K matici bychom mohli pficist libovolnou antisymetrickou matici,
i tak by diky z;z; = z;z; stale platilo Q(x) = xT Ax, ale pak
bychom neméli zaruceno, ze bude mozno A diagonalizovat. Proto
je pohodlnéjsi zvolit A symetrickou (v komplexnim piipadé hermi-
tovskou).

Matici A budeme, jak uz jsme prozradili, diagonalizovat. Na-
jdeme charakteristicky polynom

p(A) =det(A— A1) = —X3 + 722 — 36

a vyCislime jeho koieny. Nechceme-li se blysknout znalosti Car-
danovych vzorcl, mizeme je zkusit uhodnout. Kdyz pfedpoklddame,
ze jsou vSechny celoCiselné, muze ndm pomoci véta z piikladu
9.5: vyzkousime &isla A = =1, &2, nebot jsou to délitelé abso-
lutntho ¢lenu. Zjistime, ze vyhovuje A = —2, vydélime polynom p()\)
vyrazem (A + 2) a zjistit zbyvajici kofeny je potom jiz snadné:

AL =2, Ay =3, A3 =6.
Muzeme tedy napsat Jordanuv tvar matice A

—200
Ji=1|030],
006

a z tivahy Q(x) = x' Ax = x'CJoC~'x okamzité plyne, ze

Q(x) =Q'(y) = —2u7 +3y5 + 613, (170)

kde y = C~'x, pokud volime C tak, aby byla ortogonalni, neboli
C~! = C7; to miizeme splnit vzdy, nebot ve sloupcich C jsou vlastni
vektory (symetrické) matice A a ty jsou®® na sebe vidy kolmé, staci
je jen nanormovat na jedni¢ku (viz piiklad 17.2). Vidime tedy, ze
Q(x) = Q'(y) = 1 je rovnice jednodilného hyperboloidu (srovnejte
s pifkladem 17.1).

Chceme-li najit vztah pro transformaci mezi x a y, musime tedy
jesté zjistit vlastni vektory. Pro A; najdeme v; = (1,1,0), v nor-
movaném tvaru v; = (%, \%,0). Podobné pro A2 a A3 mdme

96Vlastni vektory k pfipadnym vicendsobnym vlastnim &islim nemusi byt au-
tomaticky kolmé, ale vzdy je lze zvolit kolmé.
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v = (% —\/i_ %) a vy = (_\/6’% %) Pak tedy plati A =
CJ4C~ ! a zéroven CCT = 1, tedy C~! = CT; pokud bychom
vlastni vektory zapomnéli normovat na Jednlcku, bylo by CCT =

diag(|va[?, [va[*, |vs]*)-

11 1 11
V2 VB V6 V2 V2
c=|+L -L L1 cl=0T = 4 1 1
V2o V3 6| V3 V3 /3
0o L 2 11 2
V3 V6 V6 V6 V6
Dosazenim do y = C~1x dostdvame nakonec

1 1 1 1 1
=——x1 + T2 + —=73.
I T T e

Diky ortogonalité transformace se zachovavaji délky vektoru, lze také
fici, ze ortogondlni transformace odpovid4 pouze otoéeni. At tedy uz
kvadriku piseme v bazi kanonické, Q(x) = 1, nebo v bézi vlastnich
vektort, @' (y) = 1, budou délky poloos stejné. Srovnanim (170) s

vidime, Ze hyperboloid ma poloosy a = 1/+/2, b= 1/+/3, ¢ = 1/1/6.
Osa y1, tedy vlastni vektor v;, ukazuje smér ,,chladici véze” (pokud
by bylo b = ¢, byla by to rotaini osa hyperboloidu). *MB,ZV

17.5 Signatura kvadratické formy
Ukol: Kvadratickou formu
Q(x) = 23:? + 9x§ + 8:5?,, + 8z122 — 4z123 — 102223

preved'te na diagonalni tvar pomoci soucasnych rédkovych a sloup-
covych tuprav a ukazte, Ze je pozitivné definitni. Ovérte, Ze je splnéno
Sylvestrovo kritérium.

Reseni: Pro kvadratickou formu plati
X) = ZAijaiaj , X = Z gat,
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kde e; je libovolnd béaze prostoru V. Vime, Ze existuje baze, pro
kterou je matice formy diagondlni. Hleddme tedy diagondlni matici
D a transformaé¢ni matici F, pro které plati

Dij = Z AnEFE!

Nejprve prevedeme analyticky zapis formy na maticovy. Zvolme za e;
kanonickou bézi a vyjaddfeme matici A kvadratické formy @ vzhledem
k této bazi

2 4 -2
A=\ 4 9 -5
-2 -5 8

Diagonalizaci provadime po vzoru gaussovské eliminace, ale fddkové
tUpravy dopliiujeme o stejné sloupcové tupravy. Proces miuzeme
rozdélit na nékolik krok, z nichz kazdy je popsan diléi transformaéni
matici F;:

E....EiAET ...ET =D

Prvni krok je

1 00 2 4 =2 1 -21 20 0
-210 4 9 -5 01 0]=101 -1},
101 -2 -5 8 0 01 0-16
druhy krok
100 20 0 100 200
010 01 -1 011|=1]010
011 0-16 001 005
a dohromady tedy
100 100 100
E=FEF,=(010 -210|=11-210
011 101 -111

Matice kvadratické formy v diagondlnim tvaru tedy je

200 1 00 2 4 -2 1 -2 -1
D=|010|=|-210 4 9 -5 01 1 ,
005 -111 -2 -5 8 00 1
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a jelikoz jsou vSechny prvky na diagonale matice D kladné, je matice
A pozitivné definitni, a tedy i forma @ je pozitivné definitni.

Vypocéet si muzeme je§té ovéfit pomoci Sylvestrova kritéria.
Vsechny hlavni minory matice A musi byt kladné:

2] 4| -2 det(A; 1) =2 >0,

4 9|-5 s det(A272)22-9—4-4: 2 >0,
-2-5 8 detA = 10 > 0.
Pozitivni definitnost Q(x) je potvrzena. *JZ

17.6 Signatura strucné

Ukol: Dokazte, ze je nasledujici matice pozitivné definitni.

9 -1 4
A=|-1 3 -2
4 -2 4

Reseni: Piiklad budeme Fesit pomoci Sylvestrova kritéria. Spocteme
subdeterminanty matice A (viz piiklad 17.5): det(ay)i =y = 9,
det(ai;)7 ;1 = 26, det(a;;)?;—; = det A = 36. Vsechny subdeter-
minanty jsou kladné, a A je tedy pozitivné definitni.

Uloha se dé fesit i jinak. Nalezneme vlastn{ &isla A: oznaéme je
A1 2.3. ZapiSeme obecny vektor x € R® v bézi vlastnich vektort A a

Ax zapiSeme pomoci spektrdiniho rozkladu A
X=o01vi +azve +azvs = Ax = Maivi + Aaceva + Aza3vs

XL Ax = |a1|2)\1 + |042|2)\2 + |0(3|2)\3 .

Vidime tedy, ze diagonalizovatelnd matice A je pozitivné definitni
(xT Ax > 0, Vx # 0), pravé kdyz jsou viechna jeji vlastni &isla kladn4.
To je i pfipad matice A: vlastni ¢&isla jsou pfiblizné 3.49411, 0.88673,
11.6192.

Ukol: Urcete signaturu formy Q(x) = 8z2 — y? + 622 + 12zy + 8z2.

ReSeni: Ze Sylvestrova kritéria plyne, ze forma neni pozitivné
definitni, nebot det(a;;);;—; = —44 < 0, ani negativné definitni,
jelikoz ani —Q(x) neni pozitivné definitni, det(—ai;); j—, = —8 < 0.
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Signaturu uréime tim, Ze nalezneme vlastni ¢isla matice Q. Jezto
to jsou 1, —2 a 4, je signatura (+ — +), neboli (2)4, (1)—, (0)o.
Abychom ziskali tento vysledek, byvalo by stacilo také spocitat pouze
determinant (—8, jinak téz soucin vlastnich ¢isel): vime, 7ze alespon
jedno vlastni ¢islo je nekladné, alespon jedno nezdporné a z hodnoty
determinantu uZz pak plyne, Ze musi byt dvé kladna a jedno zdporné.
Vsimnéte si také, ze posloupnost minort (8, —44, —9) nemd signaturu
(+—4). *PV

17.7 Prumét priniku paraboly a nadroviny

Ukol: Uvazujme v R"*! plochu o uréenou rovnici

n

2

Tn4+1 = g Z;
i=1

(rotaéni paraboloid) a poloprostor P, jehoZ hrani¢ni nadrovina neni

kolma na nadrovinu o rovnici z,411 = 0. Vytvofme nyni priinik
o a P a promitnéme jej do nadroviny urcené rovnici z,11 = 0;
pro promitdni pouzijte predpis (z1,-..,%n, Tn+1) — (Z1,...,Zn,0).

Ukazte, Ze je tento prumét n-dimenziondlni koule nebo jeji doplnék.

Reseni: Doporucujeme nakreslit si situaci v R? (jednorozmérnd
koule je tisecka) a v R3.

Uvazujme libovolny poloprostor P a jeho hrani¢ni nadrovinu 7 —
ta je uréena rovnici a0+2?:+11 a;z; = 0,kde (a1, -..,ant1) je norméla
k . Podminka o (ne)kolmosti hranién{ nadroviny zarucuje, ze plati
Gn+1 # 0 a mizeme tedy bez ijmy na obecnosti piedpokladat, ze
plati a,,+1 = 1. Dosazenim rovnice parabolické plochy a do rovnice
nadroviny 7 dostaneme

v

a0+ Y (aizi+2z?) =0
i=1
y 41 2 + i L2 (171)
i+ 50| = — —a; .
. 59 ao+ a;
=1 =1
Libovolnd n-tice z1,...,T,, kterd vyhovuje rovnici (171) spolu

S Tnt1 = Y iy @7 udévd soufadnice bodu x, ktery lezi v priniku
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o a 7. Nés ale zajima prumét této mnoziny do roviny z,41 = 0,
tedy muzeme posledni soufadnici x zapomenout, a hledany primét
je plné popséan rovnici 171.

Prumét pruniku « s hraniéni nadrovinou poloprostoru P je tedy
hranice n-dimenziondlni koule (rovnice 171), a tudiz prumét polo-
prostoru P je n-dimenziondlni koule nebo jeji doplnék (pfipadné
prazdnd mnozina nebo cely prostor). Z rovnice (171) je také vidét,
ze libovolnou n-dimenziondlni kouli nebo jeji doplnék, které lezi
v nadroviné uréené rovnici £,41 = 0, 1ze ziskat jako primét praniku
vhodného poloprostoru s plochou « ze zadani piikladu do nadroviny
o rovnici , 1 = 0. *DK

17.8 Poloha bodu vuéi sfére

Ukol: Necht x!,...,x"*1y € R". S vyuzitim prikladi 17.7 a 8.7
urcete, jak souvisi znaménko determinantu nasledujici matice s polo-

hou bodu y vii¢i sfére uréené body x',...,x"t1; x = (zi,...,z¢).
n
1 z, (i) 1
i=1
n (172)
Pt gntt Z:(‘?:?Jrl)2 1
=1 )
vio-ee Yno 2y 1
i=1

Reseni: Predstavme si bod (x/) € R*t! lezici na ploe o rovnici

Tpt1 = yp, @7, jehoz primét do z,+1 = 0 je bod x/. Bod ()
mé soufadnice (w{,...,x{t,zyzl(mg)Q); podobné uréime k y bod
y' € R**!, Vratme se k vysledkim piikladu 17.7: definujme pomoci
bodu (x!),...,(x**!) nadrovinu = v R"*!. Potom budou vsechny
body y’, které vznikly z bodu lezicich y uvniti koule definované
xt, ..., X" lezet ve stejném poloprostoru (s hraniéni polorovinou
7). Body y, které lezi vné této koule, se zobrazi na body y’ lezici
v opa¢ném poloprostoru.

Urcit polohu bodu y’ vzhledem k nadroviné definované body
(x'),..., (1)’ mizeme pomoci vysledkii pitkladu 8.7. Determi-
nant (172) m4 stejné znaménko pro vSechny body lezici uvniti dané
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koule, opa¢né znaménko pro vSechny body vné koule, a je nulovy
pravé pro body lezici na jeji hranici. xDK

17.9 Chladici véze poprvé: R3
Ukol: Najdéte rovnice tecen k jednodilnému hyperboloidu v R3

v jeho libovolném bodeé.

Reseni: Budeme se zabyvat pouze problémem vést tecnu k hyper-
boloidu H bodem A, kde

H: 22+y*-2*-1=0, A=1[a,0,v/a2-1]. (173)
Pokud by byly H a A zadany obecnéji, provedeme nasledujici kroky

e vhodnou rotaci, posunutim a pireSkdlovanim os pievedeme
rovnici hyperboloidu do kanonického tvaru (173) a nezapomen-
eme transformovat také soufadnice A; postup muzeme opsat
z piikladu 17.2 nebo 17.3;

e provedeme rotaci kolem osy z tak, aby transformovany bod
A mél soufadnice A = [a,0,va? — 1], tedy aby lezel v roviné
y=0.

Nyni tedy k situaci popsané (173). Teény budou lezet v tec¢né
roviné. Uréime tedy jeji rovnici. Vezmeme-li funkci

f(w,y,z):w2+y2—z2,

je hyperboloid (173) popsén rovnici f(z,y, z) = 1; fikdme, ze H je
ekviskaldrni plocha funkce f(z,y,z) pro hodnotu 1. Pokud definu-
jeme na R3 vektorové pole gradientu funkce f

of of of
vf(w, y, Z) <8x’ ay’ 8z ( .’1:, y’ Z),
tedy kazdému bodu A = [zg,yo,20] pififazujeme vektor n(4) =

(2z0, 2y0, —220), pak plati, ze n(A) je kolmy na tu ekviskaldrni
plochu®” funkce f, kterd prochdzi bodem A, neboli f(z,y,z) = C
s C = f(Zo0, Y0, 20)-

97 Pfesnéji fe€eno na jeji te€nou rovinu v tomto bodé.
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Shrnuto, normadla k tecné roviné H v bodé A = [a,0,va? — 1] je

nz(a,O,—an—l),

pro pohodli jsme n(A) délili dvéma. Oznac¢me déle te¢nou rovinu g.
Z podminky A € g dostaneme absolutni ¢len v rovnici roviny g, kterd
pak zni n-x—1=0.

Podivejme se blize na piimky roviny p, které prochédzeji bodem
A; kazdou takovou piimku lze zapsat ve tvaru X = tu+ A, t € R, kde
u je libovolny vektor kolmy na n. Jeden takovy vektor v je zfejmé

r=(va%?-1,0,a).

Ostatni vektory kolmé na n vyjadfeme parametricky pomoci para-
metru 9 jakozto rotaci r kolem n o 1, tedy rotaci v roviné r, n X r
(viz ptiklad 10.1).

u(r,n,¥) = rcos¥ + (n x r)sind
Diky n x r= (0,1, 0) dostaneme
u= (MCosﬂ, sin?, a cos ),
a tedy kandidaty na teény jsou pifmky (0 < ¢ < 27)

z =tyva2 —1cos¥+a
y = tsind (174)

z = tacos?+ /a2 —1.

Tecny jsou ovSem jenom ty piimky, které maji s hyperboloidem H
spole¢ny pravé jeden bod. Hleddme tedy, kdy ma nasledujici soustava
rovnic feSenf pouze pro t = 0:

Py -22-1=0
X =tu+A.

Dosazenim rovnic piimky (174) do rovnice hyperboloidu dostaneme

(a® — 1)t? cos® ¥ + 2at/a? — 1 cos ¥ + a® + t*sin® ¥
—a*t?cos? ¥ — 2atv/a? —1lcos¥—a?+1—-1=0
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t*(sin® 9 — cos® ¥) = 0.

Pro sin® ¢ # cos® ¥ existuje jediné feseni (primnik pifmky a hyper-
boloidu) pro ¢t = 0, pfimky jsou tedy skutecné tecny.

Pro sin? ¢ = cos? ¥ je fesenim libovolné ¢ € R, tedy pifmky lezf
celé v hyperboloidu (jsou to pruseénice hyperboloidu a te¢né roviny).
Vsimnéte si, ze to jsou pravé dvé piimky a Ze je lze chapat jako kuzel
v R? (degenerovanou kuzelosecku). *DKo,MZ

17.10 Chladici véze podruhé: R

Ukol: Najdéte rovnice tecen k jednodilnému hyperboloidu v R™
n—1
oal-ai-1=0 (175)
i=1

1. v bodé B = [a,0,...,0,Va? — 1],

2. v obecném bodé B = [aj,az,...,an-1, Z?z_ll a? —1]. Pro
jednoduchost predpoklddejte a; # 0.

Reseni: 1. Necht {e;}?_; je kanonickd baze V. Najdéme normélu
k te¢nému prostoru hyperboloidu v bodé B (zna¢me jej Ts), coz je
nyni (n — 1)-dimenziondlni plocha. Podobné jako v piikladu 17.9
definujeme funkci

n—1
f(x) =) af-a;
i=1

a hyperboloid je ekviskalarni plocha této funkce pro hodnotu 1. Pole
gradientu je

Vix) = (2z1,2z2,...,2Tn-1, —2z,)

a normalovy vektor k hyperboloidu je vektor tohoto pole v bodé B

n— %Vf(B) — (@,0,...,0,—v/a&> —1).
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Smérové vektory tecen lezi v ortogondlnim dopliku £(n). Najdéme
ortogondlni béazi tohoto tetného podprostoru Tp (pfipomindme
dim Ts = n—1). Bazové vektory snadno uhodneme (ovéite v;-n = 0)

vi =(va?-1,0,...,0,a), vi=¢ 1=2,...,n—1.

Obecn3d te¢nd piimka k hyperboloidu v bodé B ma smérovy vektor
u € T, ktery lze zapsat jako linearni kombinaci

Piimky maji pak tvar X = su+ B, s € R, neboli

1 =sovVai—1+a
g9 = § (g

Tp—1 = S Qp_1

T, = saja++VaZz—-1.

Hledejme opét, které z téchto piimek maji s hyperboloidem jediny
spoleény bod. Dosad'me tyto rovnice do rovnice hyperboloidu a zkou-
mejme, pro jakd aq, ..., an_1 existuje jediné feSeni s = 0:

s*a?(a® — 1) + 2saa; Va2 — 1+ a® + s*a3 + ...

oo+ 5202 | —s%aa? —2sa0qVa? —1—-a>+1-1=0

Z3aveér je tedy nasledujici:

—a? + Y7 a? #0 piimka m4 s hyperbolou spole¢ny pravé jeden
bod, a je tedy jeho tecnou;

—a? + Y77 a? = 0 piimka le#i celd v hyperboloidu.
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Z podminky —a? + E?z_; a? = 0 zaroveri vidime, Ze priinikem
jednodilného hyperboloidu s teénym podprostorem T’z je kvadrika
Q(x) = 0 signatury (n — 2)4, (1)—, (0)o, tedy kuzel v T (srov-
nejte s rovnici kuzelu v pfikladu 17.1, resp. se signaturou piislusné
kvadriky).

2. Za¢néme opét uréenim normélového vektoru k teénému prostoru
TB:

1
n:§Vf(B):(al,ag,...,an_l,an), an = —

Bazové vektory Tg opét hleddme z podminky v; - n. Oznalime je
Va,...,V, a z jedné vody nacisto piSeme

vy = (—ag,a1,0,0,0,0,...,0)
Vs = (_a370,a1,0,0,0,...,0)

Vn = (—ap,0,0,0,0,...,0,a1).

Obecnd teénd piimka v bodé B je tedy popsdna rovnicemi (s € R)

n
r1 = a1 — S8 E ;a4
i=2

To = a9 + Saza1

Tp-1 = Ap-1+ SQp_101
Tp = —Qp + Sana1

a budeme déle mezi témito pfimkami hledat ty, které maji s hyper-
boloidem vice spole¢nych bodl. Dosadime pravé napsané rovnice do
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rovnice hyperboloidu a vyrazy setfidime podle mocnin parametru s.
" 2
(Zaia,) Za al—a a1 +
n—1 n—1
+s ( 2a; Za,a, + 2a, Z o;a; + 2a1anan) —i—Z a; —a —-1=0

=2 =2 i=1

Linearni ¢leny se odectou, absolutni ¢leny se uzitim E?:_ll a?=a2+1
odectou taktéz a zbyvaji pouze kvadratické

n 2
(Zaia,) Za al—a al =0.
i=2

Vidime opét, ze piimky z T’g, které prochazeji bodem B, maji z hy-
perboloidem bud jediny spoleény bod anebo lez v tomto hyper-

boloidu celé: podle toho, zda je pro dand as,...,a, velkd zavorka
nulovad ¢i nenulova. Vyraz v této zivorce je kvadratickd forma na
R"~! v proménnych ag,...,a, s matici C typu (n —1) x (n — 1)
2, .2
a3 +a7 asaz 24 ... Q20
asas a§ + a% asay asa,
2 2
o asas  agsaz a;+aj 40y, (176)
anaz  anas ... an —aj

Potiebujeme tedy zjistit, zda je tato forma definitni ¢i indefinitni,
tedy zda aTCa muze byt nékdy nula.

Diagonalizujme formu definovanou matici C. K i—tému fadku
(f4dky indexujeme i = 2,3, ...,n) pfic¢teme —a;az/(a3+a?)-ndsobek
druhého fadku. Vysledek téchto n — 2 operaci lze shrnout takto:

e prvni sloupec, tedy prvky (¢,2), 7 = 3,4,...,n jsme vynulovali,
e nediagondlni prvky (7,j), 4,7 =3,4,...,n,1 # J

2

a;az ay
a;a; — 0;0; — 0205 5 = Q{05 5
J 3 132 + a2 102+ a2
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e diagondlni prvky (3,7),7=3,4,...,n—1

2
a;as a
a?—i—a? — a?—i—a?—aiagi; 2:(a?+a§+af)72 L 3

a; + a7 a3 + ay

e posledni prvek (n,n)

an0Q a
2 2 2 2 nd2 _ (2 2_ 2 1
a, —aj — a, —aj] — apa2— —(a - ) 5

2 2
a; + aj a; +af

Kdyz ted vsechny fddky kromé prvniho (i = 2) vyndsobime koefi-
2 2
cientem ai;;ﬂ, dostaneme matici, ktera se od (176) lis{ vynulovanym
1

prvnim sloupcem a déle tim, ze na diagondle stoji vSude (kromé
prvniho tadku) a? + a2 misto a?. Zcela analogicky k vynulovan{
prvniho sloupce lze tedy vynulovat i sloupce dalsi; pro vétsi prehled-
nost muzeme pfi nulovéni k-tého sloupce (k = 3,...,n — 1) oznagit
b? = Zfz_ll a? a pak plati vsechny vyseuvedené tipravy tykajici se
sloupce k = 2 i pro sloupce ostatni, pokud v nich zaménime a? za
b2.

Na konci fadkovych tuprav dostaneme tedy matici

2 2
oiiqa (?ag asa4 ... 02ay,
2
0 >iiq @304 asan
2
0 0 i1 a4an ,
2 n—1 2
0 0 0 ... a2-Y7la
-1 3 o _ .
kde a2 — > """ a? = —1 a viechny ostatni diagondlni elementy jsou
n =1 )

kladné. Rozmyslete si, ze pokud se dale pustime do sloupcovych
uprav, které odpovidaji vSem provedenym fadkovym upravam, vynu-
luji se vSechny zbyvajici nediagondlni prvky a diagonala zustane
nezménéna.

Muzeme tedy ucinit zdvér, ze kvadratickd forma reprezentovand
matici (176) m4 signaturu (n—2)1, (1) _1, (0)o, a tedy budou existovat
vektory & = (az,...,an)T, pro které &7 C& = 0. Piimky

X =sv+ B, seR, v:zam, kde &TCa& =0
=2
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potom lezi celé v hyperboloidu, zatimco pifmky s @7 Ca& # 0 jsou
jeho tecny.

Zjistili jsme tedy, ze i v tomto obecné&jsim piipadé je prinikem
jednodilného hyperboloidu s tetnym prostorem T kvadrika Q(x) =
0 signatury ,,samé plusy, jeden minus”, tedy (n — 1)-dimenzionaln{
kuzel. *DKo,MZ
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18 Rozklady polarnika pri teplotni pseu-
doinverzi

18.1 Polarni rozklad deformaéniho gradientu

Ukol: Deformacni funkce®® jednoduchého smyku x (x), x = (1,
xa,73)T je ddna vztahem

T, + k.’EQ
x(x) = 3
3

e Spoctéte deformaéni gradient F' = Grad x (x).

e Najdéte polarni rozklad deformac¢niho gradientu, tzn. najdéte
takové matice R a S, které spliuji F = RS, pricemz R je
ortogonalni (RT = R™1), S je symetrickd (S = ST') a pozitivné
definitni (x# 0 = Sx-x>0).

Reéeni: Slozky tenzoru deformacniho gradientu®® jsou definovany
jako Fj = Grad} x (x) = 0x'/027, tudiz

1k0
F=1010
001

Nyni se budeme vénovat hlavni ¢asti pfikladu — hledani poldrniho
rozkladu matice F. Z vlastnosti matic R a S plyne, ze

FTF = (RS)" (RS) = STRTRS = §T§ = §2,

odkud S = VFTF; odmocnina FTF neni jednozna¢nd, ale vizdy
mezi nimi existuje jedna pozitivné definitni matice (pfi odmocnovani
vlastnich ¢isel je tieba volit kladné odmocniny, viz piiklad 9.7).

98Vy, kdo# touzite pouze po matematickém problému, najdéte si v fedeni, jak
vypadé matice F a proved'te jeji polarni rozklad.

99 Je to tenzor typu (1, 1) na R3. Tyto tenzory lze chipat jako linedrn{ zobrazeni
R3 — R3, a proto jej tomto pFikladu budeme brit jako obyéejnou matici 3 x 3.
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Matici R dopoéteme tak, aby to vyslo, tzn. R = FS~!. Ovéime,
ze pokud FTF = S§2, pak je takto definovand matice skute¢né orto-
gonalni.

RTR _ (Fs—l)T (FS) _ S—IFTFS—I _ S—lsZs—l =1

Je-li navic determinant matice F' kladny, pak je i determinant ma-
tice R kladny a zobrazeni zadané matici R je vlastni rotace (tedy
nikoliv rotace spojend se zrcadlenim). Jesté si uvédomime, co zna-
mend v tomto piipadé polarni rozklad fyzikdlné. Libovolnou de-
formaci F, lze rozlozit na rotaci R a Cistou deformaci S. Veskera
objemova zména, jejiz mirou je jak zndmo determinant transfor-
mace, je tak soustfedéna v matici Cisté deformace S. Skutecné
det F = det Rdet S = det S.

Zatneme pocitat. Nejdiive se pokusime tulohu vyfesit ,,fyzikal-
nim” postupem, ktery bude odlisny od vySe popsaného ,,matematic-
kého”. Ze zapisu deformaéni funkce x je zfejmé, ze se ve sméru osy
3 nic nedéje a veskerd deformace probihd v roviné z;zs. Je proto
rozumné vyzkouset, jestli bychom za matici R nemohli vzit

cosp sing 0
R=| —sinpcosp 0 |, (177)
0 0 1

coz je matice popisujici otoéeni kolem osy z3 v zdporném sméru (po
sméru hodinovych rucicek), viz piiklad 10.1. Uhel ¢, ktery je zatim
libovolny, ur¢ime tak, abychom splnili podminky poldrniho rozkladu,
tedy aby S = R~ F byla symetricka.

cosp —sing 0 1k0 cosy kcosp —sing 0
S=| sinp cosp 0 010 | =] sing ksingp+cose 0
0 0 1 001 0 0 1

Ma4-li byt tato matice symetrickd, je tfeba volit ¢ tak, aby
kcosp —singp =singp,

odkud k = 2 tan ¢. Takové  lze jisté nalézt, navic ¢ € (-3, 7). Pak
je
cosp sinp 0

S = sin(p%o
0 0 1
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Matice S ma byt jesté pozitivné definitni. Zde nezbyva nez doufat, ze
skutec¢né bude, protoze s parametrem ¢ jiz nemizeme hybat. Pokud
by S nebyla pozitivné definitni, museli bychom misto (177) zkusit
pouzit néjakou nevlastn{ rotaci, napiiklad R - diag(—1,1,1). Deter-
minanty hlavnich minoru jsou

det (cos ) = cos

cosp sing
det 14sin2 = ]_
. +sin“ ¢
singp =00
cosp sinp 0
. 1+sin2 [
det | sinp =--F sa

0 0 1

Vsechny determinanty jsou kladné, a proto (Jacobi-Sylvestrova véta)
je S skutecné pozitivné definitni.

Piedved'me si jesté silové feseni problému, které bude podrobné
sledovat postup navrzeny v ivodu. Matice FTF je

|
—

1 k& 0
FTF=|kk2+10
0 0 1

Tuto matici je tfeba odmocnit. Zde pouzijeme techniku z piikladu
9.7, jejiz vyhoda spo€iva v tom, ze jako vedlejsi produkt vypocteme
i vlastni vektory matice, kterou mame odmocnit. Nejprve najdeme
vlasni ¢isla.

det (FTF - A1) =(1-XA) (A = (2+K)A+1),

odkud (ozna¢me si k = 2tan )

k? k? 9 1
M=14+—+k/1+—=1+4+2tan"p+2tanp—— =
2 4 cos

Lo s
:H%w(w)
cos ¢
k2 [ k2 1
X =14+—"——Fk4/1+ = =1+2tan*p —2tany =
2 4 cos
-1 1
:Hmw(ﬂ)
cos ¢
A3 =1
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Vlastni vektor piislusejici vlastnimu ¢islu A3 = 1 je evidentné vy, =
(0,0,1)T, dalsi vlastni vektory ziskdme jako fe$eni soustavy rovnic

0= (FTF = Xi2l) vy, , =

—2tangp (ﬂ;gi::”") 2tan ¢ 0
= 2tan @ 4tan? ¢ — 2tang (ilt;gi:i:“") 0| Ve =
0 0 1
—2tany (ilc'gi:i;“") 2tan ¢ 0
= 2tan ¢ —2tang (%) 0| M2
0 0 1

Je vhodné pouzit identitu

(:l:l —sin<p) (:tl—i—singo) _1 —siznz(p _1, a7)
cos ¢ cos ¢ cos? p

tento vztah se nam jesté bude hodit, az budeme hledat odmocninu
z vlastnich ¢&isel. Ted uréime vlastni vektory

1 1
_ 14sin @ —1+4sin @
i = cos ¢ ’ i = Ccos ¢
0 0

Jordanuv tvar matice je

1+2tan<p(%) 0 0
Jprp = 0 1+ 2tangp (71;:7:2““’) 0
0 0 1

a transformac¢ni matice, kterd prevadi FT F na Jordaniiv tvar je

1—sin cos
1 1 0 =5 520
_ l4sinyp —1+4sing -1 _ 1+sin cos @
C= cos cos 0 ) ¢ - 2 T2 0
0 0 1 0 0 1
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Pokud jsme nalezli Jordantiv tvar FTF, provedeme odmocnéni
snadno

Vi 0 1
VETF =C\/JerpgC~ =C| 0 VX2 0 |C7%,
0 0 Vi3

nejvétsim problémem bude inteligentnim zptisobem odmocnit vlastn{
Cisla (tim samozfejmé nemyslime odmocninu z jednicky). Vzpo-
meneme si na vy$e uvedeny vztah pro rozepsini jednicky (178) a
dostaneme

+1 4+ si 41 —si +1 4+ s
A2 = 14+2tanp (_‘W) = ( Sln‘ﬂ) ( +smgo> L

cos cos cos
+ 2tang (:I:l—i—singo) _ <:|:1+singo>2,
cos cos ¢

odkud (pfi odmociniovédni volime vzdy znaménko plus, chceme ziskat
pozitivné definitni matici)

\/)\—1:1+singo, \/)\72:1—5111(‘0

cos cos

Koneéné mame tedy v FTF ve tvaru

| 10\ (e o gy [l=Sne e g
l+4singp —1+singp l—singp 1+4-si
cos p cos ¢ 0 0 cos ¢ 0 +S211’1 £ — CO; £0 ]
0 0 1 0 0 1 0 0 1
coz dava

cosp sing 0
VFTF =8 = | sinp 150¢ g

cos @
0 0 1
Podle receptu pak je R = FS~!, aneb
1 2tany O % —singp 0 cosp sing 0
R=10 1 0 —sing cosp 0| = | —sing cosp 0 |,
0 0 1 0 0 1 0 0 1
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matice R a S ndm kupodivu vysly stejné jako pfi ,,fyzikalnim” pos-
tupu. Zde aspon nemusime ovéfovat jejich vlastnosti (jsou ddny pos-
tupem). Navic jsme jedté nasli vlastni vektory a vlastni ¢isla matice
S, ¢ili sméry, ve kterych dochazi k maximalnimu resp. minimdlnimu

prodlouzeni (zkricen). *VP

18.2 Polarni rozklad singularni matice

Ukol: Ukaste, ze i v piipadé, kdy matice A nenf reguldrni, existuji
unitarni matice U a hermitovskd pozitivné semidefinitni matice B
takové, ze

A=UB (179)

ReSeni: Protoze matice A'A je zajisté hermitovskd a pozitivné
semidefinitni, muzeme stejné jako v pitipadé reguldrni A nalézt jeji
odmocninu B. Unitarni matici U i nyni dodefinujeme tak, aby
platilo A = UB, jen s tim rozdilem, Ze uz nemuzeme prosté polozit
U=AB™'.

Pomiuzeme si jinak. Zaddme-li néjakou bazi v C", pak vSechny
zde uvedené matice definuji jisté operdtory na C". Zvolme si tedy
bézi vlastnich vektorti by operatoru AfA a definujme operator U
tak, Ze fekneme, jak pilisobf na jednotlivé vektory baze. Je-li vlastni
¢islo Ax nenulové, definujeme prosté U by, = ﬁAbk, tedy pravé tak,
aby bylo (179) splnéno. Potom ovsem pro kazdé dva vektory by, b
pfislusné nenulovym vlastnim ¢éislam AtA plati

~ ~ 1 ~ o~ Al
Uby-Ub = by - ATAby = —=—by, - by = b1,
k l mk l \/mk l kl

coz je potieba, aby U byl unitarni.

Na vlastnich vektorech odpovidajicich vlastnimu ¢islu nula bude
(179) splnéno automaticky, a proto tam U uz dodefinujeme jakkoli,
ale tak, aby byl unitarni. To provedeme tak, ze vektory U by pro
Ax > 0 doplnime na ortonormdlni bazi C", a tyto doplnéné vektory
vezmeme (v libovolném poradi) za obrazy téch by, které prislusi
vlastnimu ¢&islu nula. Tak budeme mit zaruceno, ze U zachovava
skaldrni souéin, a tedy je unitarni.
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Podobné lze dokazat, ze existuji i zbylé dva polarni rozklady uve-
dené ve skriptech [PLA] na str. 289. *TB

18.3 Nejblizsi feSeni soustavy rovnic

Ukol: Oznaéme S(A) podprostor generovany sloupci matice A.
Necht b je libovolny vektor; potom pro kazdé feseni x rovnice
AT Ax = AT b plati, 7e Ax je ortogondlni projekci vektoru b do pod-
prostoru S(A).

Poznamka: Méjme soustavu Ax = b s n rovnicemi a m < n
nezndmymi (A je tedy matice typu n X m). Pro libovolné x je
vzdy Ax € S(A). VySeuvedené tvrzeni iikd, ze pokud tato sous-
tava nemd FeSeni (b nelze zapsat jako linedrni kombinaci sloupct
matice A, neboli Ax ¢ S(A)), muzeme zkusit Fesit alespon soustavu
AT Ax = ATb. Jeji teseni x pak ma tu vlastnost, ze

|[Ax — b|| = min ||Ax" — b,
X' €R™

tedy chyba, které se dopoustime, je minimdlni mozna. Ortogondlni
projekce vektoru v na podprostor W je totiz ten vektor z W, ktery
je ,,nejblize” k v (viz piiklad 6.3).

Reseni: Vektor y je ortogondini projekei vektoru b do podprostoru
S(A) pravé tehdy, kdyz je vektor b — y kolmy ke vem vektortim
prostoru S(A), tj. plati (y — b|Az) = 0 pro vSechny vektory z €
R™. Necht tedy y = Ax, kde x je vektor ze zadéni piikladu. Potom
(Ax — b|Az) = (AT Ax — ATb|z) = (0|z) = 0, a tedy Ax je vskutku
ortogonalni projekci vektoru b do podprostoru S(A). *DK

18.4 Linearni regrese potreti jinak

Ukol: Naleznéte ,,co nejlepsi” Feseni soustavy

1) oy [
<Z> B I
Ty 1 f(zn)
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kde jsou zy, . . ., z, po dvojicich riizn4 ¢isla (pro jednoduchost berme
vSe v redlnych déislech) a f(zo),---,f(zn) libovolnd redlnd é&isla.
Rozmyslete si, jak miize byt vhodné definovat ,,co nejlepsi” feSeni
soustavy; nechte se inspirovat prikladem 5.7, ktery se zabyva linedrni
regresi metodou nejmensich ¢tvercu.

Reseni: Zavedeme oznaceni, ve kterém mé pravé uvedens soustava
tvar Ac = f. Pokud nemdme neobvyklé §tésti a rovnice nejsou az na
dvé (resp. jednu) linedrné z4vislé, pak soustava nemd Feseni. Jinak:
pravé strana nelezi v sloupcovém prostoru matice A. Misto neexis-
tujiciho FeSeni budeme hledat feseni rovnice Ac = f, kde ' znaéi
projekci pravé strany do sloupcového prostoru matice A. Protoze se
jedna o kolmou projekci, musi platit f— f 1 S(A), kde S(A) znagi
sloupcovy prostor matice A. Uvedenou podminku kolmosti zapiseme
v fe¢i matic jako AT (f— f1) = 0. Pak lze psat

Ac = f*
AT Ac = ATFH
AT Ac = ATF. (180)

Misto puvodniho problému Ac = f budeme tedy Fesit (180), viz také
piiklad 18.3. V nasem piipadé je matice AT A invertibilni (viz vztah
181), a proto

c= (ATA) ATF.

Matice na pravé strang, A~ = (ATA)_1 AT se definuje jako pseu-
doinverze matice A, a lze ji tedy chédpat jako uréitou ,,ndhradu”
inverzni matice tam, kde A~! neexistuje, konkrétné pro obdélnikové
matice m X n, m < n, plné hodnosti, tedy m (to je tehdy, kdyz
je matice AT A regulérni). V piipadé m = n splyvé pseudoinverze
s obvyklou inverzi (ovéfte).

Pseudoinverzi nebudeme v naSem piipadé explicitné pocitat,
pouze vyé&islime vyrazy na obou strandch rovnice (180):

.7301 n

9 n
11 2. Ti Z Ti
A= (ﬂﬁlo T xln) S el I (181)
B Sz n+1
T, 1 i=0
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ATF— (zlo 3611 zln) f(ﬂ;vl) | A (zs)zi
fe) \ &

Rovnice (180) pro nezndmé a, b je tedy

LR L IV oy (O
FEo-(!

i=0
i zi n+1 i f(z:)
2 i=0

=0

coz je stejna soustava jako v uloze 5.7. Objevili jsme tedy alternativni
formulaci problému aproximace metodou nejmensich étvercu.
*VP
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19 Poklady ukryté v tenzorech

V této kapitole budeme oproti ostatnim kapitoldm dbat na rozdil
mezi dolnimi a hornimi indexy. Slozky vektort maji indexy nahofe, a
pokud potfebujeme &islovat vektory (napiiklad vektory néjaké baze),
piseme indexy dole. U forem je to pifesné naopak.
vektory: e, ..., €,, v=(vl,...,v")T
formy: ¢1a"'7¢nv ¢=((P1;,(pn)

Automaticky budeme pouzivat Einsteinovu konvenci, tedy s¢itani
pres dva stejné indexy. Pfitom ale musi byt jeden index dole a druhy
nahofte.

Pokud chdpeme hornf index jako &islo fadku a dolni index jako
&islo sloupce, 1ze chépat napiiklad A% Bj, = Cj, jako obvyklé ndsobeni
matic AB (v tomto pofadi).

19.1 Jak muze vypadat tenzor typu (2,1)

Ukol: Méjme dva pevné zadané vektory a = (1,2)T, b= (—1,1)7.
Uvazujme tenzor typu (2,1) na R?

T(v,u,0) = (a- V)g(u) + 20(v)(b- u) .
a) Urcete slozky tenzoru T vzhledem ke kanonické bézi.

b) Naleznéte dudlni bazi k N = {(1,1)T,(2,—1)T} a urcete slozky
tenzoru T vzhledem k témto bazim.

¢) Je tenzor T symetricky?

Reseni: Oznaéme kanonickou bazi K = {e;, e} = {(1,0)7,(0,1)T}
a bazi k nf dudlni K’ = {€',€?} = {(1,0),(0,1)}. Pojem “slozky
tenzoru” vychézi z nasledujici uvahy: zapiSme vektory v, v a formu ¢
pomoci slozek jako 3" vie;, Y ulej, 3 pre* a nechme na né pisobit
tenzor T'. Diky linearité pak plati

T(v,u,¢) = Z T(e;, ej, €*)viul oy .
0,5,k
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Pokud je tedy zaddna konkrétni baze (napiiklad K), vektory (formy)
popisujeme pomoci soufadnic v této bazi (v bazi k ni dudlni) a nds
zajimé, jak piisobi tenzor T, sta&i pro to znét &isla T(e;, €5, &%) = T
(toto je definice Tf). Témto Cislim se Fké slozky tenzoru.

Spocitat je pro kanonickou bézi jisté nebude problém (s vyhodou
uzivame €1(ey) = €2(e1) = 0, €1(e1) = €2(e2) = 1). Napiiklad

Tl =T(er,e2,€') = (a-e1)e (&) +2€" (e1)(b- &) =0+2-1=2,

T? =T(es, €1,€?%) = (a-€2)€?(e1)+2€*(e2)(b-€1) = 04+2-(—1) = —2.

Vsech osm slozek 1ze piehledné zapsat jako

TL T -12 20
k. _ 11 +12 ) _ ko _
T (Tfl ng) < 0 1) ’ T3 (—2 4/

Ad b) Slozky tenzoru T' v bdzi N = {fi, 2} mluzeme spocitat
stejné jako pro kanonickou bazi s tfm, ze misto e; a €* dosazujeme f;
a f". Diky jednoduchému tvaru tenzoru T' dokonce dudlni bézi neni
ani zapotiebi potitat (pro zdjemce N’ = {3(1,2), 5(1,—1)}), staci
jen pouzivat f"(f;) = &;. Timto postupem ndm vyjde

k 3 —6 k 0 O
T’lj:<0 3), T’Zj:(o_ﬁ).

Stejny vysledek lze ale ziskat i jinak: podle pravidel o transformaci
slozek tenzoru pfi zméné baze. Zopakujme si piislusnou vétu. Je-li
E matice prechodu od K k N (pozor'%, srovnejte napi. s pitkladem
4.9), tedy E(e1, )T = (f,£)7T, pak se slozky vektoru v transfor-
muji v’ = [(ET) ¥’ (tedy sloupcovy vektor slozek v ndsobfme
zleva (ET)~! — u matice, kterd stojf v soucinu vlevo s¢itdme pres
sloupcovy index, tedy index dole) a slozky formy ¢ podle vztahu
ok = (ET)¥. ¢k (fddkovy vektor slozek ndsobime zprava ET).

U obecného tenzoru T je potfeba transformovat kaZdy horni
index i pomoci Zi[(ET)*l]?T;:i a kazdy doln{ index k& pomoci
> o (ET)E, T . Pro nas tenzor to tedy bude
k,

T’y = THET)H(ENLIET)

1007 de pouzivame jinou konvenci p#i definici matice pFechodu: ¢asto se matici
pfechodu nazyva matice ET.
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Pokud budeme chtit 7" f,,], opét zapisovat jako matice 2 X 2 a TZ’;
vkladat ve stejném formdatu, bude se hodit vztah rozepsat

Ty = ThHETNET)L(ET) 7 + T (EDHETLI(ET)

kl . _ N . _ N
T’y = TH(ET)NETYLUET) 'k +To;(ET)3(ET)LIET) K,
neboli pomoci matic (T je matice se slozkami lej)

T'y = (BT) BT (BT)} + (BT) M BT (BT)? =
SEDCDE D
s (1) (28) (1) =(073)

T’y = (ET) "LET(ET)y + (BT) "HET(ET); =
_ L1 o2\ (—12) 1o2)
“3\1-1/{ 01)\11

A (EN () -0,

Ad ¢) Tenzor T rozhodné symetricky neni. Ve slozkich to znamen4,
ze (v jakékoliv bézi) existuji indexy 4,7,k takové, ze TZ’; #* Tfi
(napiiklad Ty # T%). V feéi vektor to znamend, 7e existuje v,
u, ¢ tak, ze T (v, u,¢) # T(u, v, p). Kdyz uz jsme odhalili nesymetrii
ve slozk4ch, nabizi se ndm pifmo volba v= e, u= e, ¢ = €2
Symetrie tenzoru znamend, ze lze zaménit dva dolni nebo dva
horni indexy, symetrie typu 77 = T} nezkoumame. *KV

19.2 Jednoduchy tenzor typu (0,2)

Ukol: Méjme zadané dva vektory u = (u!,u2,u3), v = (v1,v2,v3).
Naleznéte slozky tenzoru T = UQ gy, v (Symetricky tenzorovy soucin)
vzhledem ke kanonické bazi. T je tedy tenzor typu (0,2) definovany
predpisem

T: ¢, € R* — o(u)p(v) + o(v)ih(u).
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Dokaste, 7e T je symetricky, a ovérte, ze T = T7¢,
Déle zvolte u = (1,2,3), v= (1,—1,0) a naleznéte slozky tenzoru
T vzhledem k bézi R3

fl:(l,lal)’ f2:(0,1,2), f3:(0,0,1)-

Musi i v obecné bazi pro slozky T platit T* = T'*? Poznamka:
nezapometite, ze se do T dosazuji formy a ne vektory.

Reseni: Tenzor ma slozky

2ulv! wl'v? + 2ol wlvd +udo!
T = | w?o! + ulv? 2u?v? w?v3 + udv?
wdvl + uled udv? + w20 2u30d

Slozky v nekanonické bdzi vypoéitdme bud dosazovanim forem
z dudlni baze f' = (1,0,0), f* = (-1,1,0), f* = (1,-2,1), nebo
pomoci transformaénich vztahu:

ki ij Ak Al krpij gl ki L
T :T”Ai Aj = AiT”Aj = Az TU[AT]]‘ =

1 00 21 3 1-11 2 -13
=1-110 1 -4 -3 01 -2]=-1-43],
1 -21 3-3 0 00 1 3 30

tedy T" = AT AT; do ¥4dki matice A jsme psali vyse uvedené slozky
dudlni baze (proc¢?). *xKV

19.3 Tenzor setrvacénosti

Ukol: Tenzor setrvaénosti J télesa v klasické mechanice Ize chapat
jako tenzor typu (1,1) na R3.

Budiz w vektor uhlové rychlosti a ¢n forma, ktera prifazuje vek-
toru x velikost jeho (kolmého) primétu do sméru n (ndsobenou
délkou n). Tenzor J pak pracuje ndsledovné (pokud dosazujeme
formu s jednotkovym vektorem n): J(w, ¢n) je velikost pramétu mo-
mentu hybnosti uvazovaného télesa do sméru n, je-li jeho thlova
rychlost w.

Pro jediny hmotny bod (o hmotnosti m) v bodé (pevném) r =

(rl,72,73) m4 tenzor setrvacnosti tvar

J(w,on) = on[m(w x r) x r].
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1. Vysvétlete, proc Ize libovolny tenzor typu (1,1) na R™ ztotoznit
s linedarnim zobrazenim R® — R™.

2. Urcete slozky tenzoru J v kanonické bazi K. Poznamka:
pro téleso slozené z vice hmotnych bodu je celkovy tenzor
setrvacnosti roven souctu tenzorii odpovidajicich jednotlivym
bodum.

3. Naleznéte slozky tenzoru J vzhledem k bazi B = {(1,1,1),
(0,1,1),(0,0,1)}.

Reseni: 1. Tenzor T typu (1,1), tedy funkci T(x,¢), x € R*, ¢ €
(R™)* 1ze ztotoznit s linedrnim zobrazenim T : R™ — R":

T(X)=T(xe)er + ... +T(x,€")en,

kde {e;} je libovolna baze R" a {€'} baze k ni dudlni. Je-li zadén
tenzor T, je toto zobrazeni jednoznaéné definovano; zndme-li naopak
zobrazeni T, lze slozky T', neboli T'(e;, e), zjistit tak, ze vektor T (e;)
rozlozime do béze {e'}.

Vidime tedy, ze T]Z Ize chipat jako matici, kterd zobrazuje R™ do
R™.
2.,3. V kanonické bazi (indexy vektoru r piSme pro prehlednost ne-
systematicky dol)

—1‘32) — ’I‘g T17T2 173
J = T1T2 —r% — r§ T9T3 ,
2 2
T1T3 T2T3 —Tri— T3

v bézi B je J' = E"'JE, tedy

—rg B T% rire + r17 rir
172 173 173
+7‘17‘2 =+ T173
2 2 2 2
—ri+ 75 r{ —r3+7rer3
T2T3 —T1T3 )
+7ror3 — T173 —Trire —T17T3
2 2
—Ty+ 73 2, .2 2 .2
—ry3+r;3 —ri — T3 —T2r3

+rirg —rirs

kde E je matice, kterou kdyz nasobime sloupcovy vektor slozek x
vuci bézi B, da vektor slozek x v kanonické bazi.
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100 1 00
E=|110]}, El=(-110
111 0 -11

*KV

19.4 Tenzory ve specialni relativité

Ukol: Ve specialni relativité pracujeme s Ctyrvektory, které kon-
struujeme tak, ze k tiirozmérnému vektoru pridame ¢asovou slozku
(v raznych konvencich zdpisu ji pfifazujeme bud index 0 nebo 4).
Tak napf. ¢tyfvektor soufadnice je x# = (ct,x) = (ct,z!,z?,z%).
Spousténi indext provadime pomoci Minkowského metrického ten-
zoru'0! Nuv, jehoz slozky jsou 0, pokud p # v, déle —1 pro p =
v = 0 a koneéné 1 pro y = v = 1,2,3. Analogicky zvedani in-
dexii zprostiedkuje tenzor n*", pro néj# plati n**n,, = 6. Vektor
z# a prislusny kovektor x,, = x#n,, se tedy lisi pouze znaménkem
u casové slozky. Ctyivektorem pak rozumime objekt, jehoz slozky
se pri Lorentzové transformaci s matici A¥, transformuji stejné jeko
slozky ctyrvektoru polohy x*.

a) Najdéte podminku, jakou musi spliiovat matice A¥, jestlize

L 3 , . 3 : .o .
vite, Ze prostorocasovy interval Y ;_,(dz%)? — c?dt? je invari-
antni vi¢i Lorentzové transformaci.

b) Ukazte, ze slozky ¢tyigradientu 8, = 8/9z* = (19/0t,0/0z?,
0/0z%,0/0x>) se transformuji (jak jinak) kontragredientné.

¢) Elektromagnetické pole ve vakuu charakterizujeme skaldrnim
a vektorovym potencidlem ¢ a A, které jsou s nim svazany
vztahy E = — grad ¢ —0A/0t a B =rot A. V relativité jsou oba
potencialy slozkami ¢tyrpotencidlu

ar = (2,4).

c

101y/plime tzv. ,,prostorupodobnou” konvenci pro metriku — + ++, také na-
zyvanou ,,metrikou vychodniho pobfezi USA”, kterd je oblibena mezi experty
na obecnou relativitu; Einstein puvodné psal Cas jako ryze imagindrni veli¢inu,
diky ¢emuz fakticky uzival metriku + + ++. Opaéné, ,,casupodobné” konvenci
pro metriku + — —— ,,ze zdpadniho pobfezi USA” déavaji pfednost Casticovi
fyzici. Teorie strun sjednocuje kvantovou teorii pole s obecnou relativitou, a

tomu odpovidd i mira schizofrenie v konvencich strunovych teoretiku.
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Pripomerite si vInové rovnice
1 0? .
(A - cﬁ@) A¥ = —pog*, (182)

kde po je permeabilita vakua (neplést se s¢itacim indexem!)
a j*# = (pc,j) jsou slozky ctyfproudu (p je ndbojova hus-
tota v daném bodg, j je hustota proudu). Co znameng rovnice
O A* =07

d) Pomoci étyipotencidlu definujeme antisymetricky tenzor

Fu = 0,4, — 8,4, (183)

Jak vypadaji slozky tohoto tenzoru? Dokazte, Ze pro tenzor
F,, plati rovnice
8, F* = poj*, (184)

O\Fuy + 0uF x+ 0,Fy, = 0. (185)
Co znamenaji tyto rovnice?

e) Energetické poméry v elektromagnetickém poli se popisuji ten-
zorem energie a hybnosti, jenz definujeme opét po slozkach jako

1 1

™ — — (n,,ﬂFWF"ﬂ - —nﬂ"F“ﬂFaﬂ) )
Ho 4

Zakony zachovani energie a hybnosti pak muzeme zapsat v jed-

notném tvaru

8,TH = —FHej,. (186)

Dokazte tyto zdkony pomoci rovnic (184) a (185). Ve vyrazu
stojicim na pravé strané (186) snad pozndte Lorentzovu Ctyr-
silu. Ukazte také, Ze tenzor energie a hybnosti ma nulovou
stopu.

ResSeni: a) Prostorocasovy interval je, jak jste si jisté vSimli, roven
dz* dz, = 9y, dz# dz¥. Z pozadavku jeho invariance vici Lorentzové
transformaci dostaneme

N dat dz” = na/gA‘zA'(f, dz* dz”,
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a odtud
Nap NGNS, = ny, .
Tato rovnost neni nic jiného nez slozkovy zépis rovnosti ATI_A =

I_ z piikladu 10.3, kde také najdete nékteré dalsi vlastnosti prvki
Lorenztovy grupy.

b) Oznaéme Z# = A¥z" transformovanou soufadnici. Jak se trans-
formuji slozky gradientu skalarni funkce f, zjistime, pokud umime
derivovat slozenou funkci (pro zkréceni piseme 9, = 0/0z*).

— v o~
Ouf = 0,f 5y = BLIN,,

tedy gradient se transformuje inverzni a transponovanou matici
(srovnej s TH = A¥ "), tj. kontragredientné. Gradient je proto tenzor
typu (1,0) a spréavné tedy jeho slozkdm piSeme index dole.

c) Piimo z definice ¢tyfpotencidlu dostaneme

1 0p

2 ot’

coz je znamd Lorentzova kalibra¢ni podminka, diky niz vypadaji vl-
nové rovnice (182) tak hezky, jak vypadaji. Jisté vdm totiz neu-
niklo, ze Ctyfpotencidl svou definici nenf urcen jednoznaténé — lze
k nému napf. pfi¢ist ¢tyigradient libovolné skalarni funkce, aniz by
se zménila pole E a B (ovéfte):

0=38,A" = divA+

a v yong —ar (251 0008 00,

c 9t 8z!’ 922’ 93

d) Prostorové slozky tenzoru elektromagnetického pole F,, jsou
(indexy od 1 do 3 budeme znacit malymi latinskymi pismeny)
Fij =€ xB*, jsou tedy rovny slozkdm magnetické indukce. Zbyvajici
nenulové slozky (tenzor je antisymetricky!) jsou Fyg = E;/c. Tenzor
tedy nese informaci o elektrické i magnetické slozce pole. Pro vétsi
nizornost muzeme tenzor zapsat jako matici

0 —1p -1p, _1g,
[, 0 By —B
Fw=1ig, _B, 0 B

fB, B, -B, 0
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ale musime si byt védomi toho, Ze tento zapis neni spravny: do matice
lze zapsat pouze slozky tenzoru typu (1,1), F,,, mé dva sloupcové
indexy. Mohli bychom samoziejmé vypsat F} = F,,n°, ale to by
nevynikla tak pékné antisymetrie F},, = —F,,,.
Dokazme rovnice (184) a (185). Prvni z nich dostaneme pfimocafe

O, F" = 0,0"A¥ — 0,0" A* = poj*.

Prvni élen je totiz nulovy diky Lorentzové kalibraci 9,4¥ = 0 a
druhy jsme upravili pomoci vlnové rovnice. Koneéné rovnost (185) je
trividlnim dusledkem zdménnosti parcidlnich derivaci, sta¢i dosadit
(183).

Kdyz se podivdme pozorné, uvédomime si, ze rovnice (184) a
(185) nejsou ni¢im jinym nez relativisticky invariantnim zdpisem
Mazwellovijch rovnic. Rovnice (184) v sobé pro u = 0, resp. u =
1,2,3 zahrnuje vztahy

. 10E
div E = é, resp. rot B= ugj+ P
a pokud v (185) zvolime indexy A = 1, p = 2, v = 3, resp. A = 0,
wu,v € {1,2,3}, u # v, dostaneme

OB
ivB=20 . tE= ——.
div , resp. ro 5

e) Nejprve viechny ¢leny v T*” derivujeme jako soucin a pomuzeme
si vztahem O F,g F*P = 2F, 30t F*P

1
100y T = 1o F*P8, F** 4 1o FH9, F¥P — 5Jaw(avuﬂ’aﬂ. (187)

V druhém ¢&lenu pozndvédme —pugF#*j, (antisymetrie tenzoru F*” a
rovnice (184)). Prvni ¢len upravime pomoci definice tenzoru F*.

Nag FYP0, 1 = 1,5 F¥P (8,01 A% — 0,0 A*) =
= FP (9,04 Ag — 0,05 A1) = F¥P9,04 A,

druhy c¢len je totiz nulovy — jde o soucin antisymetrického ten-
zoru F”P se symetrickym 0, 05. Kone¢né tieti ¢len v (187) upravime
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stejnym zpusobem (a ve druhém ¢lenu preznalime séitaci indexy)

- % g OPF — —% s (070% AP — 9198 A% =

= —% wp 0% AP + %Fﬁaaﬂamﬁ = F,p50"0P A~

Pohledem na takto upraveny prvni a tfeti clen rovnice (187) zjistime,
ze jejich soucet je nula (aby to bylo skutecné vidét, je jenom potieba
opét piejmenovat s¢itaci indexy a uzit antisymetrie F, g + Fgo = 0).
Zaveér tedy je

0,TH = —F*%j,, (188)

coz bylo dokazat. Budete-li patrat po tom, jak vypadaji slozky ten-
zoru energie a hybnosti, zjistite, ze slozkou T°° je hustota energie
elektromagmetického pole w = %(50 E*+ ﬁB2), slozky T obsahuji
hustotu toku energie (Poyntingiiv vektor, viz nize) délenou rychlosti
svétla a ostatni slozky jsou prosté tifrozmérnou analogii celého ten-
zoru T#”, tedy slozky klasického tenzoru hustoty toku hybnosti elek-
tromagnetického pole!®? T4 = —_T% = —¢(E*EJ — ﬁBiBj + 6Hw:

Z rovnice (188) dostaneme pro u = 0 zdkon zachovani energie ve

tvaru

Low + ! divs= 0T + 0,T% = —lE-j,

cot ¢ c
kde S = L E x B je Poyntingiiv vektor, ktery chipeme jako tok
energie poféov daném bodé. Pro y = 1, 2,3 ziskdme zdkon zachovani

hybnosti
1 08;
c? Ot
Stopu T#” spotitdme jednoduSe tak, Ze tenzor prendsobime 7),,:
muzeme si bud'to vzit pfimo definici pomoci F' a pouzit 7, n** = 4,

— 9T = 9T — 9;T" = —(pE+j x B).

1028]ozky klasického tenzoru zna&ime T,
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nebo poscitat T tak, jak jsme je pravé vyjadiili pomoci E a B a
nezapomenout zapocitat 7% s minusem. Stopa klasického tenzoru
TY je tim padem rovna —T%° = —w. *TB
19.5 O Levi—Civitové tenzoru

Ukol: Dokaste nésledujici tvrzeni pro Levi-Civitiv tenzor €;j,

dit Oim 0i
EijkElmn = det [ 0ji Ojm 0;
Okt Okm Okn
€ijkEimk = 0it0jm — Oim0ji (189)

€ijkEljk = 204
€ijk€ijk = 6

0 = €ijk€imk + €j1kEimk + ElikEjmk
€ijk0im = Emjk0il + Emkidji + EmijOki

V prikladu se pouzivd Einsteinova sumaéni konvence. Cinime zde
vyjimku v rdmci této kapitoly a vSechny indexy piSeme dolii, neboli
ztotoziiujeme a* s a;. To miizeme udélat, pokud s vektory pracujeme
pouze v ortonormalnich bazich. VSechny indexy mohou nabyvat hod-
not jedna az tii.

ReSeni: Nejprve si piipomeneme definici Levi-Civitova tenzoru. Eijk
je rovno +1 pokud je ijk sudd permutace trojice 123, tzn. €123 =
€312 = €231 = +1, je rovno —1 pokud je ¢jk lichd permutace trojice
123, tzn. €130 = €213 = €321 = —1 a je rovno nule pokud se aspon
dva indexy shoduji, napt. €33 = 0.

Zakladem nagich uvah bude toto pozorovani:

013 015 01k
€ijk = det | O2; d25 o |, (190)
03i 035 O3k

skutecné, pokud jsou dva indexy stejné, tak je determinant nulovy
(dva stejné sloupce), pokud je ijk sudd permutace trojice 123, tak
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se jedna o determinant matice

100
010 |,
001

ve které byla provedena sud4 permutace sloupcii!®® (tedy takova,

kterd neméni znaménko determinantu). Obdobné pokud je ijk lichd
permutace trojice 123, pak permutace zméni znaménko determi-
nantu vyse uvedené matice na —1.

Na zékladé této definice si mizete rozmyslet, zZe ;1 jsou skuteéné
slozky tenzoru typu (3, 0) vzhledem ke kanonické bazi. Tento tenzor
je totélné antisymetricky ve viech tfech argumentech (to je zfetelné
vidét na jeho slozkach) a pusobi tak, ze tfem vektorum a, b, ¢ (a nula
formam) piifadi ¢islo V' = ¢;xasbjcr = a- (b x ¢), neboli (oriento-
vany) objem rovnobéznosténu definovaného témito vektory. Totdlni
antisymetrie je zfejmd i jinak: odpovidd zméndm znamének deter-
minantu pfi zdméné libovolngich dvou sloupcti v (190).

Jak se uréi takovy objem (tedy hodnota tenzoru), pokud jsou vek-
tory a, b, ¢ zadané pomoci slozek v jiné (¢drkované) bazi? Spocita se
opét €;jxa;bjcy, ¢imz vyjde (orientovany) objem v jednotkéch objemu
rovnobéznosténu definovaného novymi bézovymi vektory (oznacme
objem tohoto rovnobéznosténu K; nésledujici ivahy provedeme i pro
neortonormdlni baze, kde muze byt K # 1). Spravny vysledek je tedy
V = Keijkagbgc%.

Podivejme se, jak se budou transformovat slozky €. Zména béze
(od puvodni k ¢4rkované) necht je popsidna matici prechodu A; kon-
travariantni slozky tenzoru se pak budou transformovat pomoci A;;.
Dosazenim do definice (190) vyjde

Ay Ayge Aw
Eglj/k/ = EijkAii’Ajj’Akk' =det | Aay Agj/ Aoy
Azy Az Aspr

Stejné jako v kanonické bazi je i €}, jk» nula, pokud jsou dva indexy
stejné (dva stejné sloupce v determinantu) a sprdvné méni znaménko
pii zaménovani indext (prohazuji se sloupce v determinantu). Pokud

103K azdou permutaci miizeme rozlozit na transpozice. Tém tady odpovidé pro-
hozeni dvou sloupct, které, jak vime, méni znaménko determinantu.
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. . . o, ,
jsou vSechny indexy rtzné, je hodnota €, 7

det A:

1 @Z na znaménko rovna

’
Eirjig = det A Eijkéii’(sjj’ékk’

Pfitom ale vime, ze determinant A je pravé objem rovnobéznosténu
definovaného bazovymi vektory ¢arkované baze. Diky tomu plati

V - E{L'/j/k/a/{i/b;'/c;c/ - KEij]ga;'b‘IiC;c 9

slozky € maji spravné transformac¢ni vlastnosti, a jsou tedy slozkami
tenzoru.

Misto pravé provedenych dvah o tom, jak se transformuji sloz-
ky tenzoru udavajictho objem rovnobéznosténu, se mozna nékteri
Ctendfi spokoji s intuitivnim tvrzenim, ze objem (v jednotkach ob-
jemu jednotkové krychle) je veli¢ina nezavisld na volbé béze. My jsme
nyni ukdzali, Ze slozky tohoto tenzoru jsou stejné (g;;x) ve vSech
pravotoc¢ivych bazich, jejichz vektory definuji rovnobéznostén jed-
notkového objemu (tedy takovych, ze det A = 1). V ostatnich bazich
jsou slozky det Ae;ji.

Nyni se mizeme pustit do odvozovani vzorci ze zaddni (vse
piseme déle opét pouze pro ortonormalni baze). Predevsim

015 015 01k 011 O1m O1n
EijkElmn = det | Jd2; O25 Oox | det | bo d2m o |,
03; 035 O3 031 03m O3n

pouzijeme vétu o determinantu sou¢inu a pro prvni matici také
det A = det AT. S vyuzitim Jijéik = (51j61k + (52]'(52]9 + 53j63k = 5jk
(neboli 1 -1 = 1 zapsaného ve slozkéch) dostaneme

0it Oim Oin
Eijk€imn = det | 81 Ojm Gjn |,
Okl Okm Okn

¢im7 jsme dokdzali prvni tvrzeni. Toto je mimochodem tenzor typu

(6,0), ktery jsme dostali tenzorovym soucinem e se sebou samym.
Abychom dostali dalsi pozadované vzorce, staéi jen vhodné

uZit'%* tenzor €;jkEimn, jehoZ vyjadieni jsme pravé nalezli. Mame

1048pravné by se tizeni provedlo sijkelmnGk", zde ale klademe GF" = §kn,
neboli ztotoziiujeme prostor s jeho dudlem (viz pfiklad 13.2).
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proto (pro piehlednost vyslovné piSeme sumaci pres opakujici se in-
dex)

3 0t Oim O
Eijkeimk = Y det | 1 8jm O | =
k=1 Okt Okm Okk
3
01 0 0i1 0; i1 0;
=N Gy | 00t Oam| g | Ot Oim | 5 | Ot Oim |
kz::l *| Ok 6km‘ * | 611 ékm‘+ M85 6 ‘
dj1 9; 0yt 0; 0it Oim
© |0 O ‘_51' d; ‘+3 Sjt Gjm |
0it Oim
= 5jl 5; ‘25i15jm—5im5j1

Pouzili jsme g = Tr1 = 3 a ziskali jsme dalsi pékny tenzor typu
(4,0). K odvozeni dalsiho vzorce staéi Gzit tento tenzor

031055 — 03051 = 30; — 0z = 2031,
a konec¢né
€ijkEijk = 203 =0,

¢imz jsme ziskali postupné tenzor typu (2,0) a (0,0), neboli skaldr
(¢islo, které se nemeéni pii zméné baze).

Jacobiho identitu!®®, kterd ¢inf z prostoru R? se s¢itdnim a ko-
mutdtorem [a, b] = a X b Lieovu algebru,

0 = €ijkEimk + EjikEimk + ElikEjmk »

dokazeme tak, ze kazdy Clen tohoto soulinu rozepiSeme pomoci
vzorce (189).

Konecné posledni tvrzeni dostaneme pomoci nedavno odvozené-
ho vzorecku 26, = €;5k€15%:

L::'ijk:(sl'm = €ijk (%El'nosmno) = % (Eijk:el'no) Emno -

Dosadime za €;;k€ino podle prvniho z odvozenych vzorcu (determi-

105 x (bx o)+ bx(cxa)+cx(axb)=0
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nant)

1
3 (0i10n0ko + 0:00;10kn + 9indj00ki—
_5i'n6jl5ko - 6i05jn6kl - 6il(5j06k'n.) Emno =
1
=3 (0i1t€mijk + 0j1Emki + Oki€mij — OjiEmik — Oki€myji — OilE€mk;)
a nakonec si uvédomime, ze diky ;5 = —€ix;

€ijk0tm = Emjk0il + Emki®ji + EmijOkl -

*VP

19.6 Symetrické a antisymetrické tenzory
Ukol: Meéjme vektorovy prostor V dimenze n.

1. Urcete, jaka je dimenze prostoru Sy vSech totalné symetrickych
tenzord typu (0,k) nad V.

2. Urcete, jakd je dimenze prostoru Ay vsech totdlné antisymet-
rickych tenzort typu (0, k) nad V. Je soucet dimenzi Ay a Sk
roven dimenzi prostoru vSech tenzoru typu (0,k) nad V?

3. Najdéte priklad symetrického a priklad antisymetrického ten-
zoru typu (0,2) nad R?.

Reseni: 1. Pro pohodli zavedeme symetrizovany tenzorovy soucin:
pro dva vektory jako v®; w = v® w+ w® v (misto ®, se také
pouzivé ®), pro vice vektori!%

k
®+Vid=fsz(1)®---®vw(k),
i=1 ™

kde séitdme pies vSechny permutace mnoziny {1,...,k}. Symetrizo-
vany tenzorovy soucin vektoru vi,..., v dostoji svému jménu a je
skutetné (totalné) symetrickym tenzorem typu (0, k). Vyzkousime to
na piikladé T' = v® w: tento tenzor lze chapat jako zobrazeni, které

106 Ngkdy byva v definici jesté faktor 1/k!.
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(nula vektorim a) dvéma formam ¢, ¢ pfifadi bilinedrnim zpisobem
Cislo:
T(p,¥) = (V)Y(w) + o(W)(v) .

Nikdo jisté nepochybuje o tom, ze ¢isla T'(p, ) a T(v, ) jsou pro
libovolné dvé formy stejnd: tenzor T je tedy symetricky.

Budiz nyni {ej,...,e,} baze V. Libovolny symetricky tenzor
typu (0, k) pak lze zapsat jako linedrni kombinaci tenzoru typu

TI+=®+ei, kde I = {i1,...,ix}, 1<i1 <...<ip<nm,
el

bézové tenzory jsou tedy indexovany skupinamil®? I, k prvkd této
skupiny piedstavuje pravé k dolnich indexti. Tenzory T, jejichz
skupiny I by obsahovaly stejnd &isla a lisily by se jen jejich pofadim
jsou zfejmé totozné.

Dimenze Sy, je tedy rovna pravé poctu vsech k—prvkovych skupin
I, které je mozno vybrat z prvki {1,...,n} bez ohledu na potadi
s tim, ze se prvky mohou opakovat. Abychom nezapocitali nékteré
vybéry, které se li§i jen poradim prvka, vicekrdt, je vhodné prvky
sefadit naptiklad podle velikosti, tedy 1 <i; < ... <1 < n.

Pocet vybéra (kombinact s opakovdnim) mizeme zjistit napiiklad
touto Uvahou: predstavme si n + k — 1 policek v fadé. Na kazdém
policku muze byt bud kiizek (téch mdme k) nebo prepazka (téch je
n — 1). Zacneme na prvnim policku a spocitdme kifzky v fadé az
po prvni prepdzku. Toto &islo (muze to byt i nula, je-li na prvnim
policku pfepdzka) znamend, kolikrdt mame do naseho vybéru I vzit
jedni¢ku. Pocet kfizkt mezi prvni a druhou pifepdzkou znamend,
kolik mdme vzit dvojek, a podobné az po kifzky mezi (n — 1)-ni
prepazkou a koncem fady, které urcuji, kolikrat bude ve vybéru &islo
n. Kazdému vybéru takto odpovidd pravé jedno rozmisténi kiizka a
prepazek!98, a téchto rozmisténi je prave

n+k-—1
n—1 ’

dimSk = (

107Pojem skupina uzivdme proto, abychom zdiraznili, Ze se zde mohou narozdil
od mnozin prvky opakovat.
1085 jsou permutace s opakovanim na mnoziné viech piepézek a kifzki.
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2. Analogicky pfedchozimu bodu definujeme antisymetrizovany
tenzorovy soucin. Pro dva vektory to bude v@_ w=vQw—-—wQ® v

(¢asto se pouziva také oznaceni v A w), pro vice vektora!%?

k
®_ v; g Zznﬂ Vr(1) ®R...Q Vi (k) -
i=1 ™

Z této definice plyne, ze pokud se mezi ndsobenymi vektory v soucinu
T vyskytnou dva stejné vektory, musi byt 7' = —T, a tedy T =
0 (uvedeny soucin je antikomutativni). Pokud takto ndsobime dvé
stejné mnoziny vektoru a pouze zménime jejich pofadi, musime tedy
dostat totéz, piipadné totéz az na znaménko.

Bézi v Ay tvoii pro k < n tenzory

T, =@ e, kde I = {i1,...,ix}, 1<i1 <...<ix<mn
el

a takovych tenzoru existuje prosté (7). Pro k > n se musi nutné

v uvedeném soucinu dva vektory opakovat, sou€in je tudiz nula a

vidime, ze Ay obsahuje v takovém piipadé pouze nulovy tenzor.
Béze prostoru vsech tenzori typu (0, k) je tvofena souéiny

Qei, kde I = {i1,... i}, i15...,ik € {1,...,n},
i€l

v mnoziné I tedy v tomto ptipadé zalezi na poradi. Dimenze to-
hoto prostoru je tudiz n*, coz je pro n > 1 a k > 2 vidy vice nez
dim Sy + dim Ag. Dtvod je ten, ze zatimco obecny tenzor typu (0, 2)
Ize vzdy napsat ve tvaru ,,néjaky symetricky plus néjaky antisymet-
ricky tenzor”

1 1 df
T(%Qﬁ) = i[T(‘p:d)) + T(wa 90)] + i[T((pa 1/}) - T(’/J, 30)] =
T (p,9) + T (g, 9),
mezi tenzory typu (0, k), k > 2 existuji napfiklad tenzory symetrické

jen v prvnich dvou indexech (a nikoliv jen tenzory totdlné symet-
rické). Pro obecné k se rizné typy symetrie tenzoru klasifikuji pomoci

1091 zde byva nékdy v definici jesté faktor 1/k!.
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Youngovych schémat; ta samoziejmeé velmi izce souvisi se strukturou
symetrickych grup, neboli grup v§ech permutaci k—prvkové mnoziny.

3. Odpovédi na tyto dvé otazky jiz vlastné mame. Symetricky ten-
zor je napiiklad e; ® e; ¢i e; ® e2+2e; ® €3 +2e3 ® 1 (prostor Sy mé
dimenzi 3). Antisymetricky tenzor existuje jediny (az na ndsobek),
atoe ®e — e ®e. *KV

19.7 Tenzorové soudiny operatora

Ukol: Necht {e;}, resp. {f;} je béze vektorového prostoru V, resp.
W a necht A, resp. B je linedrni operator na V, resp. W. Potom na

V®W definujeme tenzorovy soucin téchto operatori jeho piisobenim
na jednotlivé vektory baze (A ® B)(e ® f;) = (Ae;) @ (Bf;).

a) Dokazte, Ze plati
T(A® B)=TrA-TrB. (191)
b) Z libovolného operatoru C na V® W Ize tzenim pres in-
dexy piisobici na prostoru W dostat operétor na V. Takovouto
restrikci budeme znaéit Trw C, nebot se jednd o jakousi

¢aste¢nou stopu. Ukazte na prikladu, Ze tato éasteéna stopa
neni obecné invariantni vii¢i cyklické zdméné, tj. neplati

Trw(CD) = Tryw(DC) (192)
pro jakékoliv operatory C , DnavVew.

¢) Predved'te, 7e je-li jeden z operdtorti 6, D specialniho tvaru,
napf. D = 1y ® d (d je operdtor na W), potom uz (192) plati.

Reseni: a) Maticové elementy C,Z’l obecného operitoru CnaVew
vzhledem k bézi {e; ® f;} definujeme pomoci

Clee®h)=(a®f)CH.
Pro C = A® B je Ci9 = AL B/ (ovéite) a

Tr(A® B) = (A® B) = AB) =Tt A- TxB.
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c,b) Plati (CD)% = C¥Dgt a déle stejné jako v a):

(Trw(éﬁ)) — (CD)k = Cik D3t = Cikssdl, = Cikdy,,

stYj
J

a naopak
(Tew(DC)) . = DikCyt = sidiCyt = diCl, = Cikdy,.
J

Zéroven je vidét, ze obecné nemusi byt C;’t“D] = CStD’t obzvlasté

nazorné to je, pokud C = CV ® C’w, D= DV ® DW V takovém
ptipadé je totiz

Trw DC = DyCy Tr(CwDw),
a tyto operdtory V — V jsou totozné pouze v pripadé, ze [év, ﬁV] =

0. Chapeme tedy jiz, proc jsme byli dspésni v piipadé D = 1y ® d.
*TB

19.8 Rozlozitelné antisymetrické tenzory a vek-
torovy soucin

Ukol: Vnéjsi algebrou A(V) vektorového prostoru V nazyvéme di-
rektni soucet

AV)=R@A'(V) @... 0 A™(V),

kde'® A¥(V) je prostor totalné antisymetrickych tenzorii typu (0, k)
z ®%_ |V an je dimenze V.

Jejich prvky vytvaiime z vektori V pomoci antisymetrizovaného
tenzorového soudinu (viz také priklad 19.6)

VA AV = Zznﬂ'v,r(l) ®...Q Vo) € AR (V),
napriklad vi Avo = vi @ Vo — v, ® vq. Plati tedy vAw = —wA v
a pokud se v sou¢inu vyskytnou dva stejné vektory, je soucin diky
antisymetrii roven nule.

110R si Ize piedstavit jako ,,V07.
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Rozlozitelnost antisymetrického tenzoru t definujeme jako exis-
tenci vektort vy, ..., vy € V takovych, zet = vy \- - - Avg. PFipomerite
si jesté definici anulatoru:

An(t) ={veV|vAt=0}

a) Na rozcviceni dokazte, Ze pokud vektory wi,...,vp jsou li-
nearné nezavislé, potom

An(vi A= Avg) =L(v1y. ., ) -

b) Ozna¢me n dimenzi prostoru V. Pro kazdy nenulovy tenzor
t € A*(V) (k < n) plati, 7e t je rozlozitelny, pravé kdyz
dim An(t) = k.

¢) Vsechny tenzory z A'(V) jsou trividlné rozlozitelné. Dokazte,
Ze také kazdy tenzor z A" (V) je rozlozitelny.

d) Na 'V zaved'te skaldrni soucin a ukazte, Ze lze prostory A'(V)
a A"~1(V) ztotoznit. V piipadé n = 3 najdéte objekt podobny
vektorovému soucinu vektoru vy, vo, ktery bude nezdvisly na
volbé baze ve V.

Reseni: Na tvod dva priklady. Tenzor e; ® e2+2e2®es je TozloZitelny,
nebot je roven (e; +2e;) ® eq, tenzor e; ® &2+ €2 Q@ €; je nerozlozitelny
(tyto tenzory samozfejmé nejsou antisymetrické).

a) Ziejmé kazdy vektor z linedrniho obalu vektort vi,..., vy lezi
v piislusném anuldtoru:

(VIA"'/\Vk)/\Z-TiVi:Z-Ti(Vl/\"'/\Vk)/\vi,
i i

vsechny scitance jsou nulové (souiny obsahuji vzdy dva stejné
vektory). K dikazu opa¢né implikace si vzpomeneme na vétu ze
skript [PLA] na strané 315, kterd ik, Ze pro kazdou k-tici vektora

Vi,..., Vi; Vi = €ja%, piicemz {e;}7_, je béze na V, plati''*

V]_/\"'/\Vk:ZdetAQewl/\"'/\ewk’ (193)
Q

111y/&ta neni slozitd. Vyzkousejte si ji na pfipadé vi A va, Vi € R3. Napiste
si v1 jako (vi)ler + (v1)2e2 + (v1)3es, podobné to udélejte s Vo a pak uz jen
ndsobte.
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kde A? zna&i k x k matici vzniklou z matice A = {al}/= "7
vybérem #adkl s indexy wi < --- < wi a sCitd se pfes vSechny

uspotadané vybéry 2. Ted vidime, ze kdyZ vezmeme néjaky vektor
vE An(vi A--- A vg) a napiSeme vy A...Avg Av (coz mé vyjit nula),
ve tvaru (193), musi na pravé strané stt trividlni linedrn{ kombi-
nace. Tedy determinant viech (k + 1) x (k + 1) matic A% je nulovy,
a tedy se hodnost matice A se po pfidéni vektoru v nezvétsila, ¢ili
vektor v musi byt linearni kombinaci vektoru vi,...,vg. Linedrni
nezavislost byla v pfedpokladech proto, aby pfed pfidanim vektoru
v méla matice A plnou hodnost k.

Tvrzeni, které jsme pravé dokazali 1ze jinak formulovat i tak, ze
anulator tenzoru v; A-- - A vy tvoii pravé vsechny vektory viyi, které
s puvodnimi k vektory vytvoii (kK 4+ 1)-rozmérny rovnobéznostén
nulového objemu.

b) Je-li ¢ rozlozitelny, plyne dim An(t) = k z bodu a). Naopak
vezméme né&jakou bazi vy,..., v prostoru An(t) a doplime ji vek-
tory Vg41,...,VY, na bazi celého prostoru V. VyuZzijeme toho, Ze
tenzory v, A --: A V,,, kde posloupnost w; < --- < wy nechdme
probihat vSechny uspotfddané k-prvkové podmnoziny mnoziny in-
dexti {1,...,n}, tvoif bazi prostoru A*¥(V). V této béazi zapiseme
tenzor ¢ symbolicky jako

t= Y aota, (194)

1Q|=k

kde tg = vy, A+ *AVy, a Q = {ws,...,wk}. Vime, ze v; je v anuldtoru,
tedy t A v; = (Doqaata) Av; =0. Cleny na levé strané, které v to
obsahuji v;, jsou po vyndsobeni v; nulové, zustavaji tedy pouze Cleny
s i ¢ Q. Jestlize jsou tyto prvky bazovymi prvky v A¥(V), pak tq A
v; jsou bdzovymi prvky A*+1(V). Na levé strané je tedy linedrni
kombinace prvku baze, kterd ma byt rovna nule. Proto vsechny agq,
i € Q musi byt nula a naopak, ma-li byt aq # 0, musi byt vSechna
1,...,k v Q, a tedy zbyva pouze jediné nenulové ag, a to pro Q =

11,...,k.

¢) Bud t nenulovy tenzor z A~V (V). Uvazme zobrazeni tA : V —
A™(V), pfifazujici vektoru v € V tenzor t A v. Pro toto zobrazenf je
evidentné dim Im(¢tA) = 1 (dim A™(V) = 1, viz piiklad 19.6), tudiz

dimKer (tA) = dim An(t) =n—1

360



a tvrzeni plyne z bodu b).

Vidime tedy, Ze chceme-li najit néjaky nerozlozitelny antisymet-
ricky tenzor, musime hledat ve vné&jsi algebie prostoru dimenze ale-
spoii 4 (najdéte napiifklad rozklad e; A e; + &2 A e3 € A%(R?)).
Piikladem budiz tfeba kombinace e; A e; + e3 A e4 prvku baze pros-
toru R*. Z tohoto pitkladu uz snadno vytvoiite nerozlozitelny tenzor
z AF(R™) pro kazdé n >4 a k € {2,3,...,n — 2} (zkuste si to!).

d) Meéjme tedy pro jednoduchost ddn na V skaldrni soucin a
zvolme libovolnou ortonormalni bézi {e;}7_; ve V. Libovolny tenzor
a € A" 1(V) nejprve rozlozime, a déle z jednorozmérného prostoru
vektori kolmych na vSechny slozky a (Eili podle bodu a) kolmych na
An(a)) vybereme ten vektor b, pro ktery jea Ab=1e; A... A e,.

Pokud v pifpadé n = 3 bude a = v; A vo, pak vektor b/|b|? vyjde
roven vektorovému soucinu v; X vo. VSimnéte si, ze zatimco vyraz

vi A vy vitbec nezavisi na volbé béze {e;}3_,, vektor b/|b|* zméni
znaménko, pokud napiiklad zaménime e; a e; (zména levotocivé
na pravotocivou bazi ¢i naopak); pro ortogonélni pravotoCivé baze
ovSem bude vychézet stale stejné. Proto fikdme, ze vektorovy soucin
je antisymetricky tenzor druhého ¥adu, ktery lze ztotoznit s axidlnim
vektorem (¢i také pseudovektorem), neboli vektorem, ktery pii zr-
cadleni baze zméni orientaci. «TB
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20 Neékolik dalsich priklada

20.1 Nasobeni blokovych matic; vypocet inverze
blokové matice

Meéjme blokovou matici tvaru

AlB
X =|0|D
0(0

(195)

o= Q

kde A,D,F jsou &tvercové matice (ne nutné stejného rozmeéru)
a B,C,E obdélnikové matice pfislusného rozméru. Symboly 0
oznacujme matice (riznych rozmérit) obsahujici pouze samé nuly.
Chceme zde upozornit, 7e inverzni matici X ! po¢itdme v zésadé
stejnym postupem, jako kdyby A, B, ..., F byla pouh4 &isla! Metodu
Ize zobecnit 1 na vétsi pocet bloku.

Véta. Plati vztah

alb|c
X~ =lold[e], (196)
00

kdea=A1d=D"' f=F' b=-A"'Bd, e = -D'Ef

a konec¢né ¢ dostaneme FeSenim rovnice

Ac+ Be+Cf =0. (197)

Dikaz. Staéi si uvédomit, jak vypada souéin dvou blokovych
matic, tzn. ze vysledek vypadd stejné, jako kdyby A, B,...,a,b,...
byla ¢isla a ne matice (vhodného rozméru).

Ovéite podrobné, jak vypadd souc¢in dvou blokovych matic
(s bloky odpovidajicich rozméru)!

20.2 Gaussovské integraly v R* — zdakladni
vypocty
Jde o nejzdkladnéjsi a nejjednodussi ulohu vicerozmérné integrace.

Mgjme funkci f na R™, pro jednoduchost v§ude nenulovou, tedy
tvaru f(z) = e 9. Jednodussi funkci nez kvadraticko-linedrn
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nevymyslime. (Pouze linedrni funkce g(z) by neddvala integrabilitu
na celém R™!)
Necht tedy je g kvadraticks forma

g(z) = Zaijxiwj = (Az, z), (198)

kde symbol (-, -) oznacuje obvykly skaldrni soucin na R™ a A je poz-
itivné definitni redlnd matice (aby f(z) byla integrovatelnd). Piipad
komplexnich matic A je téz velmi dulezity, zatim jej ale odlozime na
pozdé&ji. Na§im prvnim cilem bude tedy spocitat

/ e~ (A22) 4. (199)

Zatneme piipadem n = 1. Pfipomenime nejprve znamy vypocet
pomoci véty o substituci, pouzitim poldrnich soufadnic a Fubiniho
véty.

oo 2 21 poo
(/ e~ d:c) = / e~ =V’ dg dy = / / e rdr dp =
—00 R2 0o Jo

(200)
=27 - tedy / e dz = /7. (201)

— 00

Obecnéji, pomoci véty o substituci mdme

2 1 2 m
—azx — -y f— —
/e dz \/a/e dy ”a' (202)

Zkusme si po¢inat analogicky i ve vicerozmérném piipadé! Ne-
jprve ovSem piipomenime, co to je odmocnina (pozitivné definitni)
symetrické matice A.

Napisme spektralni rozklad A

A = QilDQa Qil - QT7 (203)

kde @ je néjaka ortogondlni matice a D je diagondlni (s kladnymi
prvky na diagondle, pokud A je pozitivné definitni). Polozme

B=Q'VDQ=Q"VDQ (204)
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(je jasné, co to je odmocnina z diagondlni matice, a druhy tvar
ukazuje, ze B je téz symetrickd matice), pak je skutetné

B2 =Q 'VDQQ 'VDQ = A. (205)

A pokratujeme nyni piesné jako v jednorozmérném piipadé, pou-
zitim véty o substituci a vztahu det A = (det B)?, odiivodnéte po-
drobnéji vSechny kroky

1
—(Az,2) 40 — —(Bz,Bz) 40 — —(y:9) 2
/ne de /ne de det B /Rne dy  (206)

(nebot Jacobidn substituce Bz =y je det B), dale

1 1 2 T
—(:Y) dy = -2 . =
det B /Rn e dy = T / L€ dyr---dyn =4/ G4

(207)

podle jednorozmérného vysledku nahoie a Fubiniovy véty.

Jednodussi funkci nez f(z) = e 9 (s kvadratickou, popf.
linedrné kvadratickou fukci g) skutecné nevymyslime. Jsou ale
i néjaké dalsi funkce, které bychom takto uméli integrovat? Co takhle
tieba tzv. korela¢ni koeficienty gaussovské miry, dané hustotou vuéi
Lebesgueové mife na R™

dp(z) = e_(Az’z)\/ # dez, (208)
T

/n zix; dp(z)? (209)

Zde vede rychle k cili nasledujici ,,trik”: Uvazme, ze pro kazdé
pevné ig # jo lze soucin x;,x;, chdpat jako
1 0

§M(Am’ z), (210)

tedy vyrazy typu

kde vyraz (Az, ) je chdpén jako funkce ,,parametri” a;; matice A.
(Koeficient % je tu proto, ze pracujeme se symetrickou matici). Tedy

[det A Az
./ TigZjo dp,(I) = " /xiowjoe (A=, )dl' =
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Al
= ”det - 9 (Az,z)e~(422) dg =
™ 2 Jpn 6ai0jo
_ 1 det A / _ 0 (e_(Az’z)) do —
2V mm n 8ai0j0
0 1

Vdet 4 L9 4eta (1)

4 (8(11'0]'0 ( Vdet A>) ~ 2det A 8ai0jo
V pfipadé obecné nesymetrické matice a fixované usporddané dvo-
jice ig, Jjo je hned vidét, ¢emu je roven vyraz %det A, resp.
070
deﬁaa?ojo det A. Je to (jo,%0)-ty minor matice A, resp. (jo,4o)-t¥
prvek matice C = A~1! Obdobny vysledek dostdvéme ale i pro nas
piipad — symetrickou matici A a neuspofddanou dvojici {ig, jo} in-
dexu. Je jenom tieba pozorné prohlédnout koeficienty vyrazu tvaru,
omezme se zatim na p#ipad ig # jo,

0
Do |%ioio Z Haz’w(i)a (212)
20J0

mm(ig)=3jo i#£ig
w(jo)#io

resp.

9
5 i)’ Do I e, (213)
t0Jo

w7 (ig)=3do ii{’io,jo}
w(jo)=1o

a uvédomit si definici determinantu. Vzhledem k symetrii matice
A se pro dané i, j rozpadaji séitance v definici determinantu na t¥i
typy: ty, které neobsahuji ani a;; ani aj;, ty, jez ho obsahuji linedrné
(tedy obsahuji a;; a neobsahuji aj; ¢i naopak) a ty, které je obsahuji
kvadraticky (tedy jak a;;, tak aj;). Prvné jmenované pfi derivaci
vypadnou, (212) je linedrni a (212) kvadraticky ¢len.

Vyjde v piipadé iy # jo

0

8aiojo

det A =2det A c;yjq,- (214)

Spocetli jsme tedy celkové — plati jak pro iy # jo, tak pro ig = jo
(piipad 79 = jo proberte sami jako cviceni a modifikujte pFislusné
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mezivysledky)
1
[ @i du(@) = 3 (215)
R”L

kde C = A~1. Uz vidime, pro¢ C se nazyva korelacni matici miry p.
20.3 Integraly polynomi a  exponencidly
(vytvorujici funkce) vuci gaussovské mire

Jde o integraly typu (vyraz Y & x; piSeme nize téz ve tvaru (z,¢))

/ Kb du(x)z( dZtA> / exfmenAnt dg,  (216)

resp.

-1
ms " m;_—(Az,z
/Hzi i dp(z) = ( detA) /Hmi ie=(A22) gz (217)

Mnohé integrily druhého typu pocitat metodou per partes
(urcité je to mozné pro jednorozmérnou miru y, jinak to asi bude

podivdme na prvni z téchto integrdlu. Nejprve provedeme potiebné
pomocné upravy pro linedrné kvadraticky vyraz v exponentu (,,do-
plnénim na &tverec”, opét oznaéime B = /A a vyuzijeme symetrie
B)
(Az,z) — (¢, 2) = (Bz, Bx) — (B¢, Bz) =
1 1 1
= (B.’E - §B71§1 Bz - EBilé.) - Z(‘Bilé—aBilé‘)' (218)

, iy . 1lp—1g _
Tedy mdme, s pouzitim substituce Bx — 5B =y
/ (60)—(Az,2) g — L/ei(B—ls,B—le)e—(y,y) dy, (219)
R det B ’

¢ili celkové

Fe) = / e€9) du(z) — edATIEO _ HOEO . (220
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Vsimnéme si, ze vyraz v exponentu je pozitivni. Chceme-li
spocitat Fourierovu transformaci miry p s ryze imagindrnim expo-
nentem

(e) = [ €6 du(a), (221)

nabizi se napsat piimo vysledek, kde n = i£ (7 je imagindrn{ jednotka,
nikoliv index!)
ﬂ(é’) = e%(cnm) — 6_41(05’5). (222)
Pozor, vyraz (z,y) zde stdle znamend ), zxyk, i kdyz pracujeme
s imagindrnimi veli¢inami!
Pro¢ to tak muzeme napsat? Funkce

Fi(©) = [ ) du(a), (22

FZ(O — e%(cﬁ,f) — ei Ecijfifj’ (224)

jsou totozné pro redlné hodnoty &, jak jsme pravé ukazali. Tyto
funkce jsou viak ziejmé holomorfni funkce'!? proménnych &.
Tedy, podle ,,znamé véty” o jednoznaénosti holomorfni funkce
(zformulujte tuto vétu a preneste ji indukei na pfipad funkce vice
proménnych) musi byt funkce F; a F» totozné pro vsechny, i kom-
plexni, hodnoty proménnych ¢* € C! Takze musi platit vztah

/ 169 dpy(g) = e 1(CE0). (225)

A nyni pfistupme k vypoctu, pro jakoukoliv n-tici indexti {m;,i =
1,...,n}, integrilu (¢ je tady vSude index — pouzivdme zase jen

redlné veli¢iny &;)
n
/szn dp(z). (226)
i=1

Podivejme se na rozvoj funkce e(6:*):

o) — X &imi = 3 % (Z &xi)N- (227)

N=0

112Holomorfn{ funkce F(&1,...,£&n) vice proménnych definujeme prosté tak, 7e
vyzadujeme holomorfnost ve zbyvajici proménné pro jakoukoliv fixovanou hod-
notu ostatnich proménnych.
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Cleny na pravé stané rozepiseme podle multinomické formule

1 ’Lwi
@zt b))t = Y0 [ 5 . (228)
) {ni} i
Sin;=N

Oznaéme M = my +---+m,, v predchozim vztahu nés tedy zajima
hlavng (my, ..., my)-ty prvek rozvoje élenu (3 &xz;)™. Je tedy, po-
dle (227) a (228),

| <i (é:z')") , (229)

7 ni=0
) & s
/e dp(z H o /Ha: du(z (230)
{n:} i
Budeme se tedy na integrél JTI, = dp(z) divat jako na koeficient
u ¢lenu [, > 6 (v proménnych &;) funkce

F(€) = / €€ du(z). (231)

Poznamenejme, ze nds zajimaji sudé hodnoty stupné M = Y7 | m;;
pro liché M je vyse uvedeny integral ocividné roven nule (Ovéite
to!).

Shriime dosavadni pozorovani. PiSeme

F¢) = /6(5’“”) du(z gmz /1_[:07"1 du(z (232

Naopak je, jak jiz vime,
F(§) = /6(5’“’) du(z) = e X ciabiti, (233)

Rozlozme tuto funkci do nekoneéné fady: PiSeme
e1(C68) _ 13 cijiki

M
2

i() Zc”&{]) _ L Cebig) (234)

M M,
o 2 5 !
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kde tecky obsahuji dalsi, pro nas jiz ted nezajimavé &leny. Rozné-
sobime zdvorky na pravé strané (234) a dostaneme vzorec

(Cesss)’ =3 TT 20 TT ellem @

G tigles {iiteG =1

kde sumujeme pies vSechny uspofddané %—tice mnoziny G dvojic
indext {i,j} takové, ze celkovy pocet ,,zeber” {i,j} (zebra {3,i}
se pocitaji dvakrat) obsahujicich dany index ¢ je roven &islu m;.
Dvojndsobek poctu viech ,,zeber” G je tedy roven &islu Y . m; =
M.

Abychom si ndzornéji predstavili, pfes jakou mnozinu G dvojic
{i,j} vlastné s¢itdme, pfedstavme si kazdou dvojici {3, j} tieba jako
natazenou gumicku mezi uzly ¢ a j. Rozstfihnutim té gumicky up-
rostted dostaneme dva ,,prsty”, jeden upevnény v uzlu ¢ a druhy
v uzlu j. Viz obrazek nakresleny nize, kde gumicky jsou jiz takto
rozstfihdny na dvé ¢asti a mame tedy nakonec systém ,,ruk”, kde
i-td ruka ma m; ,,prsti”. Ty prsty jsou zatim neuspoifadany, nize je
ale bude ucelné usporadat.

Shrime dosazeny vysledek. Srovnanim odpovidajicich élent roz-
voju (232) a (234) mame vzorec

/Hw:"‘ dp(z) = m Hmi! Z e (236)

Ti=l geG({mad)

kde G({m;}) je mnozina vsech uspofadanych %—tic G popsanych

nahofte, a
co= [I Ce)™ T = (237)
tig)ea {i,i}eG
kde c;; je piislusny maticovy element (z korelacni matice C) a m;;
oznatuje ndsobnost (multiplicitu) paru {i, j}, tzn. poéet jeho pouziti
v usporddané mnoziné G. Nékteré gumicky jsou tedy vlastné svazky
gumicek, a bereme v dvahu i gumicky typu ,,smycka”, tedy pary
{i,1}. I ony mohou mit multiplicitu vétsi nez jedna.
Vzorec (236) se stane piehlednéjsim, pfepiSeme-li ho nyni pro
neusporadand parovani. Pfi vhodné interpretaci navic ,,zmizi” vsech-
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ny faktoridly v (236) (a navic se sjednoti piispévky 2c;;, resp c;,
v (237)).

Ozna¢ime symbolem P({m;}) mnozinu neusporddanjch % -tic
paru typu {i,j} takovych, ze pocet vyskyti indexu i je ddn Cisly
m;. Tato mnozina se rozpadd na sjednoceni

Pmi}) = J P{mi}, {my}) (238)
{mi;}

mnozin neusporadanych %—tic s predepsanymi multiplicitami
zeber {m;;}. Kolika zpusoby lze uspofddat zvoleny prvek P €
P({m;}, {mi;})? Ocividne

(%)!
Np = 27' (239)
[T 53 mis!
riznymi zpusoby. Takze méme vzorec, vyplyvajici z (236),
|
/Hx?“‘ du(z) = —Hm", > cp (240)
¢ eP({mi})

kde cp je ddno formuli (237). Pfedstavme si nyni, ze kazdou
,,gumicku” ze systému P rozstiihneme uprostfed. Vznikne systém
n ,,ruk”, kde i-t4 ruka ma m; ,,prstu”.

Mg, mg my,
Obrazek 19: Piiklad parovani ruéicek

Piedstavme si naopak, ze prsty téchto roztazenych ruk budeme
péarovat a tim vytvaret ruzné %—tice P.

Plati nyni, ze kazdé neuspofddané parovani (uspofddanych m;-tic
prstu ruk) takto vytvoiime celkem

L] mi! (241)
i syep 2memit L mig!
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krat. Vyjasnime jmenovatel tohoto vyrazu. Pokud m;; = 0am;; <1,
je vysledek [], m;! jasny, kazdd n-tice permutaci prsti ruk vytvari
ruznou realizaci téhoz neuspoifddaného parovani P. Oznadujme
radéji tyto realizace symbolem R (misto P).

V piipadé m;; > 1 je tfeba si ddle uvédomit, ze po provedeni
jakékoliv permutace uvnitf svazku ,,gumicek” {i, j} zustdv4 realizace
R stejnd. To vysvétluje piitomnost faktoridli m;;! ve jmenovateli
vzorce nahote.

V piipadé multiplicit smycek {i,i} je pFislusnd kombinatorika
jesté ponékud jind. Zatimco konce vsech paru {i,j} jsou apriori
,;odliseny”, u paru {i,7} tomu tak neni, a transpozice koncovych
bodu ,,gumicek” ze svazku {i,i} davaji onen dodate¢ny faktor 2™:i
— ktery ovSem chybi pro i # j.

A mame findlni vzorec (vSimnéte si, jak ,,zmizel” faktor QLM a téz
faktor 2 u ¢lent c;j, i # j), je to tzv. Wickuv vzorec:

JHer @ = 3 e (242)

ReR({m:})

kde
cr= ] c* (243)
{i,3}
a s¢itd se pres vSechny mozné realizace R parovani usporddanych
m;-tic prsti v obrazku nahofte.
Samostatny priklad bude vénovan zobecnénim této formule pro
piipad, kdy misto ¢lenu [], z{** bereme riizné souciny ortogonalizo-
vanych polynomt (v prostoru I?(u)).

20.4 Exponencidla mocninné fady a rozvoj loga-
ritmu

Uvedeme zde jedno tvrzeni (kombinatoricko-analytického charak-
teru) pro mocninné fady. M4 vyznam pro studium pojmu expo-
nencialy a logaritmu matice. Pracujeme zde obecnéji v jakékoliv al-
gebre, kde vyrazy jako Y ., %, > ™ a vSechny uvazované rady
typu Y an,z™, ¢ Y b,z™ maji smysl pro dostatetné malé z (= pro
kazdé x, pokud je prondsobime dostateéné malym koeficientem).
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Cistée kombinatoricky diikaz rozvoje log(l 4+ z) je uveden
v piikladé p. Vybirala. JistéZze je neestetické pridavat analytické
uvahy tam, kde bychom chtéli (a kde existuje) ¢isté kombinatoricky
dikaz. Uvidime vSak, ze i malé mnozstvi analyzy dikaz velmi
zpiehledni. Vyhybdame se zde ovSem c¢isté analytickym tivahdm jako
vyuziti znalosti Taylorova rozvoje log(1 + z) pro redlnd x.

Véta. Necht plati

> anz™ = exp lz bmz™|;  ag=1. (244)
n=0 m=1
Potom je mezi koeficienty a,, a b,, vztah
apn = Z b Man—m.- (245)

m=1

Specialng, volime-li a, = 1, je b, = X, a tedy plati

i = exp lz n] (246)

n=0 n=0

neboli -
"
—log(1 — — 247
os(1 =)= 3 T (247)

Diikaz. Zminény rudiment analyzy (bez kterého obejit se by bylo
skute¢né nepohodlné) je tvrzeni
ieg(z) = g'(x)e?®). (248)
dz
Pokud chépeme > anz" jako Y an,nz™ ! a definujeme-li e* =
Yoo Ly, déle eg(””) dosazenim fady pro g(z) do exponentu e®, lze
tvrzeni (248) dokdzat i ¢isté kombinatoricky. Provedte! Potfebujeme
k tomu ovSem dalsi ,,zfejmé” tvrzeni, totiz, ze

((9(2)™) = n(9(@)""" ¢'(=)- (249)

372



oo
m=1

m

Takze nyni méme pro 3 oo a,z™ = 9@, g(z) = 3 bmz™,

vztah

o0 oo

— oo m —
E apnz™ !t = eXom=1bm® E mbyz™ ! =
n=1 m=1

o0

= i anz” Z mby ™ (250)
n=0 m

=1

a prondsobenim fad na pravé strané skute¢né dostaneme hledany
vztah
anpn = Z arlby. (251)
k,l: k-+l=n

20.5 Priblizné vypocty velkych mocnin matic

AlOOO

Spoctéte s dostateéné velkou presnosti pro matici

A= (252)

O W= N[
W= Wl W=
N[ W= o=

Reseni. Jde o stochastickou matici, jeji nejvétsi vlastni &islo je
tedy 1. Dalsi vlastni Cisla jsou, jak snadno zjistime, 0 a % Tedy
matice A je podobnd matici D

1
A =CBC™, kde B= [0
0

0
0], ct=cT (253)
0

owi= O

a kde sloupce ortogonalni matice C' jsou tvofeny vlastnimi vektory

piislusicimi vlastnim &islum 1, %, 0. Poznamenejme, ze vlastni vektor

pifslusici vlastnimu ¢islu 1 m4 slozky (1/v/3,1/+/3,1//3).
Vsimnéme si, Ze plati pfiblizny vztah

A000 — o pl000o-1 = oBCo-! = CBCT, (254)
100

kde B=|000], (255)
000
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- f et T 1000
s presnosti fadové na hodnotu (%) !

Dosazenim do (254) dostaneme

»1? 100 111
=T i?? V3 V3 V3
CBC" =| 571 000 77 7 | =
127 000 ? 7 7
Vs 111
_(iii
i1t
333
tedy, s presnosti fadové (%)IOOO
111
A0 = %%% (256)
333

20.6 Nasobeni blokovych matic typu 2 x 2
a) Spoctéte M™, kde matice M rozméru 2 X 2 je tvaru (g g) .

ABY .
0oc)
blokovd matice rozméra (m + n) x (m + n) a bloky A, B, C
a 0 maji postupné rozméry m X m, m Xn,nxnan xm; 0
oznacuje matici, jejiz vSechny prvky jsou rovny nule.

b) Reste analogickou tlohu pro pifpad, kdy M =

ReSeni. a) Spoctenim nékolika prvnich mocnin nenf t&7ké na-
hlédnout, ze bude platit

n_ [a™b (a"’l +a™ 2¢c4 - +ac™ 24 cnfl)
Dokazme to matematickou indukei. Vskutku,

Mn—‘»_1 = MnM =

_f(a*b(a™ ' +a" %+ +ac" 24+ )\ (a b

S\ 0 c* 0c
artl p (an—l +an—26+ .. +acn—2 + cn—l) ¢+ a"b

- 0 e+l =
an-i-l b an+___+cn

- ( 0 ( ot ) q.e.d. (258)



b) V piipadé, ze A, B, C a 0 jsou blokové matice, ovéfime snadno,

ze

2
M2 = (‘% AB;BC), (259)
A3 A?2B + ABC + BC?
M3 = < 0 P ) (260)

Odiivodnéte podrobnéji, pro¢ je sou¢in dvou blokovych matic

A B E F
(CD) a (GH) (261)
odpovidajicich rozméru roven matici

! (262)

AE + BG AF + BH
CE+ DG CF+ DH

Podrobné jako v piipade a) nyni dokdzeme matematickou in-
dukci, ze

n An—1 n—2 n—1 n
Mn:(f}) A"1B+ A BC+Cm + ABC™ ' 4+ BC > (263)

(pozor na potadi matic!) coz v piipadé, ze matice A, B, C' vzdjemné
komutujf a pokud je (C — A) reguldrni matice, lze napsat prehlednéji

ve tvaru " i "
M" = (% B(C_A)Cn(c -4 )). (264)

20.7 Cyklické vektory operatoriu

Dokazte, ze operdtor f : V — V ma cyklicky vektor pravé tehdy,
kdyz pro kazdy prvek jeho spektra existuje pravé jedna Jordanova
burika.

Veéta. Cyklickym vektorem nazyvame takovy vektor v € V, ze
vektory v, f(v),..., f""!(v), kde n je dimV, tvoi{ bazi V. Jde tedy
o takovy vektor, pro ktery jsou jesté i vektory v, f(v),..., "~ 1(v)
linedrné nezdvislé. (Vektory v, f(v),...,f™(v) jiz linedrné nezavislé
byt nemohou!)
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Dukaz. Snazsi je dukaz implikace =. Existuji-li totiz pro néjaky
prvek A spektra f dva Jordanovy bloky, uvazujme nasledovné.

Vzhledem k L(z, f(2),...) = L(z (f — A)(2),...) mizZeme
predpokladat, ze plati A = 0. Jsou-li potom v a w pocate¢ni vektory
piislusnych dvou Jordanovych fetézct (v, (f—A)(v),-.., (f—A)"(v))
a(w, (f =N (w),..., (f—A)™(w)) a ozna¢ime-li symboly {z} zbylé
vektory Jordanovy baze, tak je snadné nahlédnout, Ze v linedrnim
obalu vektori z, f(2), f2(2),..., kde

n m

2= D ai(f = VW) + DB - NI + Y wa (269)
k

i=0 =0

nemohou byt vSechny vektory zminénych dvou fetézci nahote!
Oznaéme N = max(n + 1,m + 1). Pak (f — A\)¥(z) € L(zx) pro
i > N, a pokud je dimenze L(z;) rovna M, pak je uz {z, (f —
A (2),--- (f = A)NTM2Y linedrné zdvisld mnozina. Ale N + M =
max(n+1,m+1)+dimL(z) <n+14+m+1+dimL(z) = dim V,
takze {z, (f —A)(2), ...} nemuze byt bzl V a tedy ani {z, f(z2),...}.

Dikaz se sestiva ze dvou kroki, pricemz ten druhy krok bude
nize vydélen jako samostatny piiklad.

Pro kazdé A € po(f) (spektrum f) oznaCme symbolem wvy
pocatecni vektor piislusného Jordanova fetézce vy, (f — AJ)va, ...,
(f — AJ)™ 1uy, kde my oznacuje ndsobnost A. Pak miizeme kazdy
vektor v € V rozlozit do tvaru

mx—1

v = Z Z ak’,\(f - /\J)km. (266)

A k=0

Volme specidlné v € V tvaru
v= Z QA\UA- (267)
A

Potom je pro libovolné m € N

) = aa(f = AT + AJ)"v = (268)
A
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m

m _
:ZO‘*Z(JW LE = A) oy, (269)
A 1=0
Tedy matice B, v jejichz sloupcich jsou soutadnice n vektoru
v, f(v),..., f"71(v) viéi zvolené Jordanové bazi {vyx, (f — AJ)vx,
(f — AJ)2vy,...}, ma v fddku odpovidajicim vektoru (f — AJ)kvy

prvky
k k+1 n—1\ ,._1_«
(o0 (9 (P (P2 ), o

a je tedy tvofena pod sebe napsanymi obdélnikovymi bloky, které
jsou jakoby gaussovsky zeliminované a které odpovidaji jednotlivym
Jordanovym blokum. Nize uvidime, jak tato matice souvisi se
zndmou matici Vandermondovou.

Takze volba (267) s vesmés nenulovymi vektory ay dévéd vzdy
bézi v, f(v),..., f*~!(v) prostoru V.

Obecny piipad (0) s e x # 0, i > 0 pro kazdé A € o(f) zde jiz
vySetfovat podrobné nebudeme a prenechdvame jej Ctenafi.

20.8 Zobecnény Vandermonduv determinant

Jde o &tvercovy determinant slozeny z obdélniki tvaru

1z 22 z"
01 2z nz"!
00 2 .. n(n — 1)1}”_2 . (271)

000 ...0k ...n(n—1)...(n—k+1)z"*
Oznaé¢me takovéto obdélniky — rozmeéru (k+1) X (n+1), symboly
R(z). Chceme tedy spocitat determinant

det | BW) | = det 4, (272)
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kde obdélnikové matice R(z) jsou tvaru
R(z)=| 7@ |, (273)

akde r(z) = (1,z,...,2").
Véta. Determinant takovéto matice

R(.’L‘l)
A= | Bl22) (274)

jeroven det A =[], ;(zi —z;)™™i [, m;!, kde m; je tloustka bloku

Reseni. Nahrad'me k-tou derivaci k-tou diferenci:
dk &
el — T 2
dxkr(a:) ilglOD r(z), (275)
kde

k
DFr(z) = k!% > (1) (’“l )r(m +10). (276)
=0

(Pfipomindme zde tento vztah n-té diference a n-té derivace. Nej-
jednoduseji se to dokdze pomoci L’Hospitalova pravidla.) Potom je

RA (ZEl)
det A = lim det | Bal(e2) || (277)
A—0 .
kde obdélniky Ra(x) maji tvar
r(z)
Dr(z)
Ra(z)=| D2r(z) |- (278)
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Nyni pouzijeme vzorce pro vypocet ,,0byéejného” Vandermon-
dova determinantu a poté spo¢teme limitu A — 0. Proved'te po-
drobné, specidlné si uvédomte, jak se vzajemné kompenzuji fak-
toridly k! (vznikajici i v limité (277) pouzitim zndmého vzorce pro
,;,0by¢ejny” Vandermondiv determinant).

20.9 Vypocet odmocniny symetrické matice

Meéjme zadanou néjakou symetrickou matici A, t¥eba
111
A=[131]. (279)
111

Hledejme (symetrickou) matici B takovou, aby B? = A.

Reseni a) Pro takto zadané &iselné hodnoty bude asi nej-
jednodussi matici B uhddnout. Pokud jeji prvky budou celoc¢iselné,
méme ziejmé na vyber pouze hodnoty —1, 0, 1. PiSeme-li

a de
B=|dbf]. (280)
e fc

méme
a2+ d?+e% =1,

e+ 24+ =1,
&+b+f2=3. (281)

Rovnice d? + b? + f2 = 3 m4 jediné celoéiselné ieseni d = b =
f =1, tedy déle mame a = e = ¢ = 0, takze

B= (282)

O = O
— =
O = O

je hledanym feSenim.
b) Standardni postup by ovsem byl

a) spocitat spektrum (zde 0, 1, 4) matice A,
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B) vyjadiit A = CDC™!, kde sloupce matice C jsou piislusné
vlastni vektory,

7) spotitat B = Cv/DC~!.

Proved'te podrobng!

20.10 Pfaffian antisymetrické matice

Uvedeme zde nékteré pozoruhodné vlastnosti determinantu antisy-
metrické matice A sudého rozméru 2n.

Pfipomenme definici determinantu, zapsanou v nasledujicim (na
prvni pohled méné obvyklém) tvaru

detA =) "] ac, (283)

© Cem

kde sumace je ptes viechny permutace 7, symbolem C znaime cyk-
lus permutace 7 tvaru (i1,1%2,...,%%,%1) (cyklicky uspofdddna k-tice
indext), k > 1, a ,,vdha” takovéhoto cyklu C je ddna vzorcem

k
ac = (-1)¥* H Qijiz e (tht1 =11) (284)
j=1

kde a;; jsou maticové elementy A. Vezméme (pro k > 3) cyklus C 1,
inverzni k C, tzn. C~! = (ig, i _1,-..,41,1%) a uvédomme si vztah

ag-1 = ac(-1)", (285)

ktery vyplyvé z antisymetri¢nosti A.

Vezméme néjaky systém ¢ vzdjemné se neprotinajicich cykld.
Necht C je dalsi cyklus o lichém poctu prvki neprotinajici zadny
cyklus z ¢. Zfejmé je potom

Apue = —Apué-1s ap = H ac, (286)
Cep

takze v definici determinantu antisymetrické matice se muzeme
omezit na permutace obsahujici pouze cykly o sudém poctu prvku
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(transpozice, ¢tvefice, apod.). Piispévky permutaci obsahujicich cyk-
lus liché délky se totiz vzdjemné vynuluji. (Proved’te tuto tivahu po-
drobné!)

Tvrzeni. Pro antisymetrickou matici plati

detd =TT TI e (287)

™ Cén (ij)€C

kde sumace je nyni pouze pies permutace neobsahujici cykly o lichém
poétu prvku. Vyraz H(i iec @ij (sougin pres ,,orientovand Zzebra”
cyklu C) pak nezdvisi na tom, zda vezmeme C, & C 1.

A nyn{ pojdme k pojmu pdrovdni mnoziny {1,2,...,2n}. Tim
budeme rozumét rozklad P mnoziny {1,2,...,2n} na disjunktni
dvojice prvku. Kazdé parovani lze chipat jako obraz ,,kanonického”
parovani Py systému dvojic {1,2},{3,4},...,{2n—1, 2n} pfi vhodné
permutaci 7 mnoziny {1,2,...,2n}. Samozfejmé, v definici 7 je ve-
lika libovile. Lze permutovat vzniklé dvojice mezi sebou, a také
prvky uvnitf dvojic. Celkem 2"n! moznosti.

Pary kanonického parovani jsou fakticky usporadané dvojice typu
(2k — 1,2k), a pfenos Py permutaci m ddvé tedy také pdrovani na
uspofddané dvojice. Zméni-li se potadi prvka uvnitf dvojic, zméni
se odpovidajicim zplsobem i 7 a téz vyraz znm. (Jak?)

Nyni je tfeba si uvédomit, 7e vyraz

n

ap = Haﬂ(gk_l)ﬂr(gk)znﬂ' (288)
i=1

potom nezméni svou hodnotu, slozime-li 7 s né&jakou dalsi permu-
taci tak, aby vysledné (neuspofddané) parovani P bylo zachovano.
(Zde opét hraje roli antisymetrie A, vyjasnéte!) Muzeme také psét
(vSechny €leny této sumy jsou stejné!)

1 n
AP = onp Z Haw(Zk—l),-;r(Zk)Znﬂ', (289)

: m:mw(Py)=P k=1

kde sumace je pfes vSechny permutace 7w prendSejici kanonické
parovani na P.
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Vsimneme si také, ze pro pérovani {2,3},{4,5},...,{2n,1}
dostaneme opa¢nou hodnotu ap nez pro parovani Py nahoie. Analo-
gickou dvahu muzeme udélat i uvniti kazdého cyklu majiciho sudy
pocet prvki. A muzeme zformulovat nas hlavn{ vysledek:

Véta. Plati rovnost

det A = (Pf(4))%, (290)

kde Pf(A) = >, ap. Vyraz Pf(A) se nazyva Pfaffidnem matice A.
Dikaz. Staci si predstavit kazdy cyklus (sudé délky!) z formule

det A =Y ] ac (291)

n Cem

rozdélen stiidavé na dva druhy zeber {i,j} € P: ,,Cernd” a ,,bild”.
Nenf tézké si uvédomit, ze kazdy systém vzadjemné neprotinajicich se
cykli (o sudém poctu vrchold) lze takto jednoznacné reprezentovat
jako dvojici pdrovdni (¢erné parovani a bilé parovani).

Jesté zbyva si uvédomit, Ze mdme dva zpusoby orientace kazdého
cyklu (delsiho nez 2), ale také dva ruzné jeho rozklady na systém
»cernych” a ,,bilych” zeber. (Pro cykly délky 2 je to nutno formulo-
vat trochu jinak. V tomto pifpadé je C~! = C. Modifikujte vyse
uvedenou dvahu podrobné pro tento piipad.)

Vyraz

Pf(A4) - Pf(A) (292)

si nyni budeme predstavovat jako sou¢in dvou sum: ,,éerné” sumy
> pap pfes véemoznd ,,fernd” parovédni mnoziny {1,2,...,2n} a
analogické ,,bilé” sumy. Tim je dukaz zakonéen, vyjasnéte pFislusné
kombinatorické detaily, zvlasté to, jak se nasobi znaky pfislusnych
parovani a jak to vSechno souvisi se znakem 7.

Piiklad.
0 a bec
det | 2 0 4| (petedtaf) (293)
et _, _g4 0f|= e+cd+a
—c—e—f0

Ovéite vysledek obvyklym vypoctem.
Otazka. Co dostaneme pro piipad lichého rozméru matice A?
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20.11 Populaéni model

Nechf p,, resp. gn, je pravdépodobnost, %e ve spoletnosti (bez
socidlnich a jinych vykyvi, zijici pfi védomi{ udrzitelného rozvoje)
se 7ené staif n let béhem roku narodi syn, resp. dcera. Necht m,,,
resp. z,, je naopak pravdépodobnost, Ze muz, resp. zena, staii n let
béhem roku zemfie. S vyjimkou obdobi tésné po valce apod. obvykle
plati, ze p,, = ¢, resp. ¢, je nepatrné vétsi nez p,. Naproti tomu,
veli¢iny m,, a 2, zaviseji hlavné na zdravotnim stavu populace, resp.
drovni lékaiské péce.

Piedpoklddejme pro piehlednost, ze p, = ¢, = 0a m, = z, =
1 pro vSechna n > 100. Necht {z,(t),y.(t); n = 0,1,...,100}
je stav populace v roce t. Veli¢iny z,(t) a y,(t) oznaluji pocet
v zadanych jednotkdch (tFeba v miliénech), muzi a zen, které
v daném kalendainim roce oslavi n-té narozeniny.

Otazka. Jak se bude v prubéhu let ménit vektor

{zn(t),yn(t);n=0,1,...,100} ?

Reseni. Oznatme symbolem

A _(%5 > (204)

matici, jejiz bloky vypadaji ndsledovné. Matice M (,,muzskd” ¢ést
A, je to nilpotentn{ matice!) popisuje timrtnost muzi a vSechny jejf
prvky kromé prvku

Mi,i—l =1- my; (295)

jsou nulové.
Obdobné matice Z ma nenulové pouze prvky

Zi,i—l =1- R (296)

Matice S (synt) mé nenulové prvky pouze v prvnim fddku, jsou

rovny
S1,i = pi (297)

a podobné matice D (dcer) mé v prvnim fddku prvky

Diit1=qi (298)
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a jinde téz nuly. Je patrné, ze populaéni vektor {z,(t),y,(t)} bude
v nasledujicim roce t + 1 spliovat vztah

(si)=2 () (209)

zo(t) Yo(t)
z(t) = : a y(t) = : (300)
z100(t) y100(t)

kde

oznaluji stav populace v roce t, z(t) jeji muzskou &ést, y(t) jeji
zenskou ¢ést.

Zduraznéme jesté jednou podminku staciondrnosti matice
A, tzn. podminku setrvalosti ,,spolecenského védomi” (mikoliv
spole¢enského byti; populace bude bud expandovat nebo vymirat;
viz déle). Jinak bychom nemohli napsat vztah pro jakékoliv pfirozené

(n) n [ ©(0) )
=A . 301
()= (o (301
Nyni odkazujeme na podrobnéjsi analyzu chovani vektoru
™ = Az, (302)

z piikladu o hledani ,,nejvétsiho” vlastniho vektoru matice.

dle Frobeniovy véty je jeji nejvétsi vlastni &islo kladné. Oznacme
j&j p (na pocest Malthuse). Plati potom obecny vztah (odadvodnéte

podrobnéji)
() = (35) + ([

kde A ozna¢uje druhé nejvétsi (v absolutni hodnoté) vlastni &islo
matice A. Tedy populace vymira, & expanduje v zdvislosti na tom,

z(n)

zda pu < 1, & p > 1. Podrobnéjsf studium (y(n) > vede k zdvéru, ze

n) : (303)

tento popula¢ni vektor je ndsobkem vlastniho vektoru piislusejiciho
vlastnimu ¢éislu p. Tedy vlastni vektory lze i experimentdlné po-
zorovat (a to plati nejen v populaénich modelech)!
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20.12 Resolventa matice a operatoru

Necht f: V — V je operdtor na (komplexnim) prostoru V a necht A
je jeho matice (v né&jaké bazi). Uvazujme operdtorhodnotovou, resp.
maticehodnotovou funkci komplexni proménné

{z= (] = f)7'}:C— L(V,V), (304)

o {z— (27— A) 1} :C - M(n x n), (305)

kde L(V,V) je prostor operdtori na V, resp. prostor matic
pfislusného rozméru n X n. J znamend identicky operator, resp. jed-
notkovou matici. Tuto funkci budeme v dal§im oznacovat symbolem
R(A, f), resp. R(\, A). Jde o tzv. resolventu operdtoru f, resp. matice

Funkce R(A, f) je ziejmé holomorfni ve vSech bodech C vyjma
bodu spektra o(f). To se snadno ovéi{ pomoci tzv. resolventni rovice

(2] =)= (ET =) = (2= 2)(=d - )&= )7, (306)

coz je snadnd analogie (ovéfte, ze viechny vyrazy komutuji!) vztahu

1 1 T—I
— =_ - . 307
e=f - @-PGE-1 (300
Z této rovnice totiz dale plyne limitnim piechodem
d -1 _ —2
ST =T - 1) (308)
a podobné odvodime i pro vyssi derivace vztahy
dk _
TER(, 1) = K(-1A(RG, )+ (309)

Ke zkoumdni chovani R(z,f) v okoli spektra o(f) pouzijeme
zékladni vétu teorie Jordanova tvaru matice, totiz rozklad (invari-
antni vaéi f)

V = P Ker, f (310)
A
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na kofenové podprostory takové, ze (f — AJ) : Kery f — Kery f je
nilpotentni.
Piipomenime, ze
> fox (311)
Aeo(f)
kde py : V — Kery f je projekce na piislusny kotenovy podprostor.
Je snadné ovérit vztah

£)=>_R(\ fpa), (312)
A

kde operator fpy : Kery f — Ker) f md jediné vlastni &islo .

Podivejme se nyni blize na operatory fpy. Zvolme néjaké )\ €
o(f), pfepoklddejme, ze zvolené A = 0 pro jednoduchost znaceni
a podivejme se na Laurentiv rozvoj funkce R(0, fpg) v okoli
takovéhoto kofene 0 € o(f).

Tim jsme problém pfevedli na zkoumdani Laurentova rozvoje
R(z, f) nilpotentniho operdtoru f. Ovéfte nyni platnost nésledu-
jiciho tvrzeni:

Véta. Necht f : V — V je nilpotentni. Pak lze resolventu R(z, f)
vyjadiit vzorcem

=1
k=0

kde n je takové, ze fmt! =0.
Dikaz dostanete ihned ze vzorce pro soucet geometrické rady

o0

(2] = f)~' =) 2k R (314)

k=0
Vratme se nyni jesté k studiu obecného operdtoru f. Funkce
k
Z Z A+ (f =AJ)"pa (315)
A€e(f) k= 0

je holomorfni dokonce i v bodech spektra o(f), jak plyne z predeslé
véty. (Je totiz holomorfni, pokud ji omezime na Kery f — diky
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odecteni hlavni ¢asti Laurentovy fady. Na ostatnich Ker, f je holo-
morfnost funkce R(z, f) v bodé A ziejm4.)

Jelikoz vSak limita této funkce v nekonetnu je rovna nule
(odivodnéte!), plati (pouzijeme-li zndmou vétu z teorie holomorfnich
funkci, ,,princip maxima”) nésledujici

Véta. Plati rovnost

= > Z N (f = A)Fpa, (316)
A€o(f) k= 0

kde ny je zvolené tak, aby platilo (f — AJ)™*! = 0 na Ker,(f).
(Délka nejdelsiho Jordanova fetézce pifslusejiciho vlastnimu éislu A.)

Cviéeni. Je-li ddna Jordanova baze f, zjistéte matici R(z, f)
vudi této bazi a diskutujte téz Jordanuv tvar R(z, f).

20.13 Signatura kvadratické formy

Urcete signaturu kvadratické formy
Qz) =z122 + 2123+ -+ T221 + ... + Tp_1Zn. (317)

(Pozor, neplést s matici tvaru cirkulantu. Toto je mnohem jednodussi
ulohal)
Reseni. Jelikoz je

= (Zw) - ZwQ (318)

zdalo by se, Ze ,substituce” y; = z;, ¢ = 0,...,n a yYpq41 =
To + - -+ + &, TeSi problém okamzité. Potiz je v tom, Ze soufadnice
Y0, - - -»Ynt1 sn€jsou nezdvislé”. Avsak na (n — 1)-rozmérném pros-
toru {(z1,...,2,) : D@ = 0} (ortogondlni doplnék k vektoru
(1,...,1)) je forma zfetelné negativné definitni. Na podprostoru

{(t,...,t),t € R} je naopak zfetelné pozitivné definitni.

Jak nyni dojit k zdvéru co nejpohodInéji? V prostoru W = u*,
kde u = (1,...,1) je Q negativné definitni (ovéite také, ze W je in-
variantni podprostor matice Q). Diagonalizujeme @ na prostoru W
a piislusnou bézi rozsifime vektorem u na bézi celého R™ (diagonal-
izujici @ se signaturou (n — 1,1)).
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20.14 Rozsazeni u kulatého stolu

Uvedend metoda pochdzi ze statistické fyziky (tzv. metoda ,trans-
fer matice”). Pouziva se i ke studiu vicerozmérnych ,krystalickych
miizi”, kde je ovSem technicky zna¢né komplikovanéjsi. My se
omezime na jednorozmérny piipad:

Okolo kulatého stolu majictho N zidli (o¢islujeme je 0,1,...,
N —1 a identifikujeme jako prvky cyklické grupy) chceme rozsadit
N jedinct (atomur) pfislusicich nékteré z k riznych t¥id (muzi, zeny,
prazdno; atomy ruznych vice ¢i méné se snasejicich prvki apod.)

Piedpoklddejme pro jednoduchost, Ze ,,interaguji” pouze nejblizsi
sousedé u stolu. Mdme tedy zaddnu jistou (k x k) symetrickou matici
,,snaSenlivosti” A = (a;;), kde a;; = aj; = 1, resp. = 0 pokud se
prvky tfid ¢ a j snaseji vedle sebe ¢&i nikoliv.

Ptame se nyni: kolik existuje prfipustnych rozsazeni okolo stolu,
tzn. zobrazeni

F:{0,1,...,N—1} — {1,2,...,k} (319)

takovych, ze a;r(;),r(j)} = 1 pro kazdy pér nejblizsich sousedi (i, j),
kde j = (i + 1) mod N7 Staéi spocitat

N

Z = Z H AF(@i),F(i+1) (320)

F i=1

kde sumace je pies vSechna zobrazeni F. Stejny vysledek plati i
v obecnéjsim piipadé a;; = exp [—E;;|, kde E = (E;;) je energetickd
matice jejiz prvky vyjaddiuji ,,energii” — stupen (ne)libosti, kterou
blizkost sousedu typu 7 a j produkuje. Z se pak nazyva partic¢ni
funkce.

Véta Plati rovnost

Z =TrAVN. (321)
Dokazte!
Dusledek: Necht Aj,..., A\ jsou (redlnd!) vlastni ¢isla matice
A. Pak je
k k
Z =Y A =A@+ ) (a/a)M). (322)
i=1 i=2
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Posledni tvar je vhodny v pfipadé, ze A1 je nejvétsi vlastni ¢islo. Pak
plati ptfiblizna formule
Z = A\ (323)

Priklad. Kolika zpusoby 1ze rozsadit muze a Zeny kolem kulatého
stolu, aby

a) 78dné dvé osoby nesedély tésné vedle sebe?
b) zddny muz a Zena nesedéli tésné vedle osoby druhého pohlavi?

¢) zddnd osoba nebyla obklopena jenom osobami stejného pohla-
vi, resp. prazdnem?

Reseni. a) situaci odpovidd matice A = ( ! 1) ,

10
N1 1 En N g Vb+1
Z =T +7W:2N71 ok 52 7F, =g (324)
k=0
Prvni fddek A odpovidd osobé a druhy prazdnu.
101
b) situaci odpovidd matice A= | 011
111
1 L7 N
Z = (V241N +(—v2+1)N+1N = I+ ox (Zk)zk“. (325)
k=0

R4dky a sloupce matice A odpovidaji muziim, zendm a prézdnu
(v tomto pofadi).

Je tfeba ho formulovat v Feci trojic sousedi (a jak se sndseji se
sousednimi, je protinajicimi, trojicemi). Pf{slusnd matice je rozmeéri
(27 x 27) — poéet moznych trojic je 3% = 27, kde jednotliva zidle je
obsazena bud Zenou, muzem, nebo je prazdna. (Trojice typu (muz,
muz, muz), & (muz, muz, prazdno), & (prdzdno, muz, prazdno) jsou
zakazany. Kompatibilita sousedicich trojic je dana jejich spoleénym
prinikem).
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20.15 Signatura cyklické kvadratické formy
a) Urcete signaturu a diagonalizujte kvadratickou formu
Q(z) = zor1 + T122 + -+ + TY_1 70, (326)
kde zx € Rpro k=0,1,...,n — 1.
b) Obecnéji diagonalizujte Hermitovskou formu

n—1

Q($7 y) = Z alk*ll"l"kgl: (327)

k,i=0

kde koeficienty aji jsou redlné, mmnozinu indext {0,1,...,
n — 1} = Z, identifikujeme jako cyklickou grupu a vzddlenost
|k — | = min(Jk = Il|,n — |k = ]).

Reseni. Jde o symetricky (Hermitovsky) cirkulant, a diagonal-
izace () bude zalozena na metodé podobné té, kterd se pouziva pro
vypocet determinantu (i nesymetrického) cirkulantu. Reprezentu-
jeme formu @ operdtorem konvoluce (s jédrem {a,k € Z, })

(Tz), = Z ak—11, (328)
1E€Zn
kde ar = a_r(= ap|). Potom je pro libovolné z € CL,yeCE

Q(xvy) = (:L‘, Ty)’ (329)

kde (z,y) oznaluje obycejny, translacné invariantni skaldrni soucin

na Zy,

(w,y)::jijwkﬂk- (330)

Jde tedy v zdsadé o diagonalizaci konvoluéniho operdtoru T' (viz
skripta, strana 256). Specifické na této uloze je fakt, ze operdtor T’
je navic symetricky (jeho jadro spliuje vztah ar = a_i). Obecnd
teorie ¥kd (a my muzeme snadno ovéfit), ze vektory

v ={(ve)r, £=0,1,...,n—1}, (331)
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kde (p¢)r = €*™F a £ je tvaru € = ™, m = 0,1,...,n — 1 jsou
vlastnimi vektory operatoru posunu

(Pz)g = Thy1, k=0,1,...,n— 1. (332)

Tento operdtor komutuje s operdtorem T, takze ¢, jsou také
vlastnimi vektory T a plati zfejmé

(T‘Pf)k _ Z eZni&lakil

leZ’f
= ®™ *a(€) = (pe)ra(f), (333)
kde
a(€) = ) ™ a, (334)
J€Ln

je redlné ¢islo, protoze a; = a_;.

Shrnujeme. V bézi dané komplexnimi vektory ¢ mé operdtor
vlastn{ ¢isla G(€) — ta jsou dvojndsobna pro £ ¢ R. Vezmeme-li nyni
redlnou bazi RZ slozenou z dvojic vektorti

((cos 2w&k), (sin27ék)), k=0,1,...,n—1 (335)

vidime, Ze spektrum 7" je dano prvky

a(€)(=a(=¢£) = Y cos(2mjé)a;.

J€Ln

Ve specidlnim piipade a) je aj;] = 1, aj = 0 pro |k| # 1 a tedy

a(g)::cos2w§g (336)
pro{=",m=0,1,...,n— 1L
Zsvér (pro piipad a)) tedy zni, Ze pfisludnd redlnd forma se di-
agonalizuje v bazi dané vektory {cos 2wk}, {sin2m€ék} s vlastnimi
Cisly danymi (336).
Obecné, v piipadé b), potom tabulkou é&isel a(£) z (334).
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20.16 Priblizny vypocet A™x

Zjistéte pribliznou hodnotu vektoru A"z, kde A je matice rozméru
m X m a x je sloupcovy vektor.

Piedpoklad. Omezime se zde pouze na piipad matic spliujicich
pozadavek, ze nejvétsi prvek spektra go(A) matice A je redlny, tzn.
presnéji maxyc,(a) |A| se nabyva pro néjaké redlné A a pro ostatni
(i komplexni) p € o(A), p # A plati |p| < ||

Tento pfedpoklad je splnén dle Frobeniovy véty naptiklad pro
matice s nezdpornymi prvky. V takovém piipadé je ,,nejvétsi vlastni
¢islo” A\ dokonce kladné a jednoduché. My vsak budeme obecnéji
prepoklddat, ze Jordanovy buiiky odpovidajici takovémuto A € g(A)
jsou obecné netrividlni, tzn. existuje vektor v takovy, Ze posloupnost
v, (f =AJ)v, (f —AJ)?v, ... md popiipadé i vice nez jeden netrividlni
prvek. Tedy

(f =AD" w£0,  (F=2N* =0 (337)

plati pro néjaké k > 1, ne nutné k = 1. Pfedpoklddejme pro jednodu-
chost zapisu, ze Fetézec piisluSejici vlastnimu ¢islu A je jenom jeden.
Necht z je néjaky vektor z R™. Tedy plati

k—1 Km,u
z=Y (A=A + ) YN BMH(A - pd) wum,  (338)
=0 =0

HFEX ™
kde w,, ., jsou pocitetni vektory Jordanovych fetézcli piislusicich
vlastnim &islim |p| < |A|. Pfilozme zleva matici

A" = (A= AT+ \J)" = i (Z) (A — AJ)PA"P (339)

vvvvvv

napravo budou

Aty = a0< f 1> AR (A ATyt

k

+ ap (k f 2) AR (A AR L
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kde dalsi ¢leny typu

a (") AP(A — AJ)HPy (340)
b
nebo dokonce
B (A — pJ) P (Z) B P W (341)

jsou jiz asymptoticky mnohem mensi (fddové n—krédt), ovéem za
predpokladu aq # 0.
Tedy plati

Arg = A”_lﬁ)\(m +..) (342)

z ¢ehoz dostdvame vztah

) A"z
(Co rozumime ,,délenfm” vektori? Objasnéte! — Délime mezi sebou
prislusné soufadnice; limita vyrazu vyjde stejnd.) A pfi trose dalsi
snahy spo¢teme i hodnotu &, tedy délku nejdelsiho Jordanova fetézce
odpovidajiciho vlastnimu ¢éislu A. Aplikujeme zde variantu ,,Raabeho
kriteria” z teorie fad (podrobnosti nechdvdme ¢tendii):

N, n—1
lim n(A"z — AA™ z)

n— oo Arx

= k. (344)

20.17 Ortogonalizace posloupnosti

Ortogonalizujte posloupnost (délka vsech fddki je rovna néjakému
pevnému &fslu V) ve standardnim skaldrnfm souéinu na RY .

(1,-1,0,0,...)
(0,1,-1,0,...)
(0, )

) )

0,
1
0,1,-1,

U1
V2
U3

(345)

ResSeni. Neni tézké si uvédomit, ze tyto vektory jsou linedrné
nezévislé (napiiklad Gaussovou eliminaci). Uvédomme si déle, ze
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vektory vy,..., v, generuji prostor Vi vsech vektoru typu

k+1
(z1,29,...,2Tk+1,0,0,...), kde Zmizo. (346)
i=1
Jakykoliv vektor typu (z1,. .., Tk+1, Tk+2, - - - ) kolmy na V musi
mit tvar (21 =22 =+ = Tgy1 =)
w=(¢,C...,C Tkt2,---) (347)

a odtud pro (k + 1)-ni prvek Gramm-Schmidtova ortogonalizaéniho
procesu vychazi

TS L o)
Wg41 = k+1ak+1a7k+17 gy Uye e -
= Vg1 + 2k+1, kde zp+1 € V. (348)

Uloha pfipousti nasledujici zobecnéni:

Volime-li posloupnost

v = (all,—a11,0,0,0,...),
Vg = ((1,21,(122,—(121 —(1,22,0,0,...),
vs = (az1,as32,0a33, —a31 — a3z — as3,0,...),

(349)

vychazi ortogonalizovand posloupnost stejné jako nahote.

20.18 Ortogonalizace posloupnosti funkci
Ortogonalizujte posloupnost funkci 1, cosz, cos?z,...v skaldrnim
soucinu

(f,9) = / " f()g(e) da. (350)

Reseni. Na funkce vg(z) = 1, v1(z) = cosz, va(z) = cos’,. . .,
vn(z) = cos™ z chceme tedy aplikovat Gramm-Schmidttiv ortogonal-
iza¢ni proces.

Funkce vy a v; jsou na sebe ziejmé jiz kolmé, zacneme tedy
s hleddnim konstant a, b tak, aby funkce

wa () = vo () + avi(z) + bve(z) (351)

394



byla kolmé na wy = v2 a w1 = v1. Vyjde (proved'te detailné)

wa(z) = cos’ z — 5 = 5 ¢0s 2z. (352)
To vede k hypotéze, ze by mohlo platit w,(z) = ¢, cosnz pro

ortogonalizovanou funkci wy, (z) odpovidajici v, (z). Vskutku

,_
N3

]

cos"z = — (e +e )" =

(’;) cos(n—2)z  (353)

1=0

Vime podle indukéniho piedpokladu, ze byt kolmy na soubor
funkci {1,cos , ..., cos™ 'z} je to samé jako byt kolmy na soubor
funkef {1, cos 2z, ...,cos(n—1)z} a to ddva dikaz indukéniho kroku
a tedy i ohlaSovany vysledek.

Kolik vyjde ¢,?

20.19 Goniometricky Vandermondav determi-
nant

Vypoctéte determinant matice

1 1
cosag ... COSQp
A = . . . . (354)
Ccosnag ... COSMQy

Reseni. Ulohu prevedeme na vypocet (Vandermondova) deter-
minantu matice

1 - 1
Cosqag ... COSQy
B = . . . . (355)
cos"ag ... cos" ay
Piipominame, ze je
det B = H(COS aj — cos ay). (356)
i<j
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Pouzitim vzorce cosz = 1(e® + e7*), tedy

n—1
1 1 n
n -_ - - _ 2
Cos" & = 5oy COSTET + ooy kEZI (k) cos (n — 2k)z, (357)

muzeme hledany determinant det A vyjadfit z rovnice

n—1
1 —lnn-—
det B =[] gedet A =27 (=1 det A. (358)
k=1

(proved'te piislusné fadkové upravy matice B detailng).

20.20 Jednoduchy priklad na spektrum

Spoctéte spektrum matice A = (a;;) slozené ze samych jednicek.

Reseni. Charakteristickd rovnice je det(A — AJ) = 0. Uvedeny
determinant nejvyhodnéji spocteme tak, ze ptricteme k prvnimu fad-
ku soucet vSech ostatnich, vytkneme ¢len (n — A\) z prvniho Fadku,
a poté tento prvni fddek (obsahuje jiz jen samé jednicky) odecteme
od ostatnich f4dkii. Vyjde rovnice A" 1(n — \) = 0.

Tedy spektrum A obsahuje (n — 1)-ndsobnou nulu a déle bod
A=n.

20.21 Systémy oscilatoru s vnéjsi silou typu o-
funkce

Toto je cviteni na pojem d-funkce (distribuce) a jeho uziti pfi fesent
rovnice oscildtoru. Predstavme si tfeba rovnici jednoho oscildtoru

i+ ay = &y (359)
nebo
j+ay=>_ 0, (360)
keN

tedy situaci, kdy do oscildtoru , kopneme” v ¢ase ¢ = 0, resp. po-
drobujeme oscilator periodické sérii takovychto narazu.
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Obecnéji prozkoumame Feseni soustavy linearnich diferencidlnich
rovnic (pouze prvniho typu nahofe)

z = Az + 6o(t)v, (361)

kde v € R™ a A je matice rozméru n x n. Predpoklddejme zde pro
prehlednost, ze A je diagonalizovatelnd, tzn. existuji vlastni vek-
tory Avyx = vy tvorici basi R". (Pfipad vicendsobnych kofent
vyzaduje jen malou modifikaci znaceni; pfipad netrividlnich Jor-
danovych bunék je v zasadé obdobny, ale s ponékud komplikovanéjsi
diskust.)

Reseni. Jakékoliv fesen{ soustavy (361) se musf pro ¢ # 0 chovat
jako FeSeni homogenni soustavy & = Az. Tedy existuji koeficienty cf
takové, ze

z(t) = chme”, t>0, (362)
)

z(t) = Zciv;e”, t<0. (363)
A

Odectenim homogenniho feSeni ), c;v)‘e)‘t pro vSechna t € R
redukujeme problém na piipad ¢, = 0.

Z teorie distribuci je potom zndmo (obvykle se zkoumaji pouze
skaldrni funkce a jejich zobecnéné derivace, ptipad vektorovych fun-
kci je vSak snadnou analogii), ze

d +. At
— E cyvae
dt T

Tedy staéi zvolit koeficienty tak, aby

=" ctvado. (364)
t>0 A

Zc}fv)‘ =v (365)
A

a FeSenfm soustavy (361) je nalezeno.
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20.22 Resonance v soustavach linearnich diferen-
cidlnich rovnic

Zkoumejme FeSeni soustavy linearnich diferencialnich rovnic.
& = Az + cos(wt)v, resp & = Az + ey, (366)

kde z = z(t), t € R, je vektorova funkce s hodnotami v R™, resp. C"
a A je redlnd matice rozméra n x n. (Jako pfiklad lze vzit rovnici
jednoho oscildtoru § = ay+cos(wt). Zopakujte, jak prevést takovouto
rovnici na systém dvou rovnic 1.fadu.)

Reseni. Pouzijeme metodu ,,variace konstanty”, tzn. budeme
hledat feseni ve tvaru exp(tA4)-c(t), kde c(t) € C" je n&jaka vektorova
funkce. Dosazenim do druhé rovnice (366) mame

é(t) = exp(—tA)e™'v. (367)

Rozlozme vektor v do Jordanovy baze matice A. Pro jednodu-

chost zapisu prepoklddejme, Ze vektor v je jiz pfimo roven n&jakému
prvku Jordanovy béaze, takovému, ze pro jisté k € N plati

(A= M)k =o0. (368)

Pocitejme

oft) = / &) dt = / exp(—tA)ely dt =
_ / ¢¥te M exp(—t(A — AJ))v dt. (369)
Zvlasté jednoduchy a dulezity je pfipad k = 1, omezme se v dalsim na

néj. To zahrnuje situaci, kdy v8echna vlastni éisla A jsou jednoducha.
Potom je

c(t) = /e“"te_)‘tv dt = ﬁe(“"_)‘)tv, (370)

w —

tedy

z(t) = exp(tA)c(t) = ; ey, (371)
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tedy amplituda feSeni je ﬁ (Cl’m blize je iw spektru A, tim
w.)

Tomuto jevu (kdyz iw = A) se ¥ikd resonance a objevuje se i pro
obecnéjsi pravé strany rovnice £ = Az + f(t). Pfesngji feceno jde
pak o studium Fourierova rozkladu (periodické) funkce f(t) a o to,
zda frekvence nékterych ¢lenu tohoto rozkladu nelezi ,,nebezpecné
blizko” spektru A. Zndte-li jiz néco z teorie Fourierovych fad,
proved'te piislusnou analyzu rovnice & = Az + f(t) podrobnéji!

Dodatek. Pro piipad netrividlni Jordanovy buiky feSme sous-
tavu

&= Az + e“'v, (372)

kde (A — AE)*v = 0. Analogicky, jako nahote, dostaneme

é(t) = exp(—At)e“'v, (373)
tedy
k—1
A-\E)H
c(t) = /e(‘*’_k)t Z (A=A l/} It vdt =
1=0 )

1 e<w—A)t(A_ AE)k—1y th-1 L
w—A (k —1)! ’

piSeme-li pouze vedouci ¢len s nejvyssi mocninou ¢. Tedy mame

2(t) = wlﬁewttk*la Fo®)(A—AE) 1y, (374)

kde (A — AE)*~1v je vlastni vektor A.
20.23 Neékolik ¢éiselnych piikladit na fFeSeni

linearnich diferencialnich rovnic 1. fadu s
konstantnimi koeficienty

Vysledky zde neuvadime, k cili vzdy vede standardni postup, tzn.
rozklad po¢atecni podminky do Jordanovy béze (matice dané sous-
tavy).
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Pro pohodli &tendie vSak u vétsiny pifkladi uvddime zminku
0 hodnotach spektra matice soustavy. To mu umozni koncentrovat
se na vypoéty hodnosti matic (A4 — AJ)* a na nalezeni piisluiné
Jordanovy baze.

Piiklad. 1. Reste soustavu # = Az s maticemi

1-1 1 2 0-1

1 1-1 1-1 0

0-1 2 (1,1,2) 3-1-1 0,7,?

11 -2 42 -2

41 0 13 -1

21 -1 (-1,-1,1) 33-1 (0,7,?
21 0 -212

02 4 —-102

101 0om N 72037 oy
2 -1-1 011

2 -1 -2 110

-1 1 2 (1,1,1) -101 (1,2,2)

2. Reste soustavy druhého Fadu

T = 2z — 3y,

Y=z—-2y (7); (375)
T = 3z + 4y,
y=-T—-Y (@1,-1,9- (376)

3. Reste soustavu

&45&+2)+y =0,
33 +5i+9+3y =0 (1,17 (377)
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20.24 Pievedeni obdélnikové matice (A|B) na
tvar (1|A~'B). Co vsechno z toho plyne.

Cilem této tdlohy je upozornit na Sirokou pouzitelnost jednoho ze
zékladnich algoritmu ,,elementarni linedrni algebry”: jde o metodu
fadkovych dprav obdélnikové matice typu (A|B) s ”pivotnim”
(Fidicim) ¢lenem (coz je néjakd Etvercova reguldrni matice) A.
Ukol: Necht A je &tvercova reguldrni matice rozméru n x n. Necht
B je dalsi matice rozméru n x m. NapiSeme si obdélnikovou matici
(A|B) a najdeme posloupnost fadkovych dprav takovéto ,,rozsirené”
matice tak, abychom dostali matici tvaru

fadkové
uprayy

(4]B) (11C) = (114" B). (378)

Vysvétlete, pro¢ plati C = A~'B a ukaste, jak Ize tento postup
pouzit v nasledujicich ulohéch:
1. nalezeni inverzni matice

2. FeSeni soustavy rovnic Ax = b

3. nalezeni podobné matice A"'DA a obecnéji reseni maticové
rovnice AX = B pro reguldrni matici A

4. nalezeni matice A zobrazeni f, které je urcené nejriznéjsimi
predpisy (obvykle zadanymi, pro ,ndlezité zmateni fesitele”,
ve zcela jinych bazich, nez vici kterym hleddme matici A)

ReSeni: Piipomenime, 7e pokud nasmérujeme fadkové tpravy ma-
tice (A|B) tak, abychom ¢asem dostali matici (1|C') musi platit
C = A~'B. Skuteé¢ng, predstavime-li si providéné iddkové tpravy
jako ndsobeni vhodnymi maticemi M, My, ..., M,, (v tomto potadi)
zleva musi potom byt

(1,C)=M,, --- M1(A|B) = (M, --- MiA|M, --- M1 B),
tedyMn---Mleﬂ aMn---MlB:Ale.

1-3.Nyni je mozné diskutovat pifpady B = 1 (bod 1), B = b (bod
2), obecné obdélnikové matice B (bod 3), speciilné pak vypocet
podobné matice A~'DA (pro B = DA).
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Resime-li nékolik dloh typu 2,3 najednou, je vhodné vsechny
uvazované matice B napsat do jednoho dlouhého obdélniku tvaru
(A|By, Ba, ..., By). Zdturaznéme, ze ,,aktivni” ¢asti této tabulky je
matice A, kterd ,,fid{” proces postupnych fadkovych dprav, zatimco
Casti By, ..., B, se pak jiz pouze ,,0pi¢i” po tom, jaké fadkové upravy
déla matice A.

4. Nejobecnéji muze byt takovito tloha formulovdna asi
nésledujicim zptsobem. Necht (ai,...,a,) a (b1,...,b,) jsou rizné
béze prostoru V. Necht operétor f : V — V je viéi bazim (a1, ..., a,)
a (b1, ...,b,) popsan nasledujicimi vztahy:

e Zadani operétoru f : Obrazy jistych vektora @; = Y. Ajia;
jsou urceny predpisy f(@:) = > ;pijbj, kde L = (Ay;) a
M = (pjs) jsou néjaké Ctvercové matice (matice L musi byt
reguldrni).

e Ukol: Jak uréit matici X takovéhoto operstoru f v néjaké
dalsf zadané volbé bazi (c1, ..., cn) a (di, ..., d,)? Tzn. jak najit
koeficienty z; ; ve vztahu

f(ci) = Z a;jidj?
J

Ve vSech téchto tdpraviach je vyhodné pro vyjasnéni zdpisu
pouzivat nasledujici konvenci zépisu transformaénich vztah@!!3: Vz-
tahy a; = Y, Ajia; a f(@;) = 3_; puj:b; zapisujeme ve tvaru

(&1, .y &n) = (al, ceey an)L

(f(al)a ey f(&n)) = (bl, ceey bn)M.

Obdobné piseme
(c1yeeyen) = (a1, .yan)A

(d1,...;dp) = (b1, ..., by) D

113Je to, jako bychom ndsobili f4dek matic.
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s prislusnymi ,,maticemi prechodu” A, D. Piseme nyni dale
(odivodnéte, pro¢ ty vztahy plati)

(F(er)y s F(en)) = (f(@1)s - fan))A = (f(@r1), ., f(@n)) LA
= (b1, .., bn) ML™'A = (dy, ...,d,) D' ML A,

takze dostdvame vztah X = D-'ML~'A.

Konkrétné X vypocteme takto: Matici (L|A) fadkové upravime
do tvaru (1|L~!A). Vzniklou matici L= A zleva vynasobime M a
nakonec matici (D|ML~'A) f4dkové upravime na (1|D'ML~'A).
Shrnuti: K vypoctu soucinu étvercovych matic tvaru X = A; A, -
-+ Ap, kde pro kazdé k = 1, ...,n médme zaddnu bud’ matici A, nebo
matici A,;l, potiebujeme pravé n operaci typu bud i) vyndsobeni
dvou matic nebo ii) prevedeni obdélniku (A|B) na tvar (1, A~!B).

Poznamenejme na zavér, ze alternativné muzeme pouzivat
samoziejmé i odpovidajicich sloupcovych uprav: V piipadé D = 1
(baze {b;} a {d;} jsou totozné) mizeme napiiklad vzit matici (),
sloupcové ji upravit do tvaru (y), kde ¥ = LM !, a nakonec vzt
matici YA = LM 'A.

20.25 Minima kvadratickych forem a systémy
mnoha sprazenych harmonickych os-
cilatoru

Ukol: Ulohu najit minimum funkce F(z) = az® + bz,a > 0 umi
vyfesit jisté kazdy, kdo otevrie tuto knihu. Chceme zde upozornit, ze
tato zdanlivé trividlni tiloha sice zilistava trividlni i ve vicerozmérném
pripadé, tam uz ale md docela zajimavé, ba netrividlni aplikace!

Ve vicerozmérném piipadé mdme pochopitelné zaddnu symet-
rickou pozitivné (semi)definitni matici A rozméru n x n, dédle mame
zaddn néjaky vektor b = (b1,...,b,) a zkoumdme absolutni i
podminéna minima kvadratické formy

(Az,z) = Z aijTiTj (379)

4,j=1
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respektive obecnéji linearné kvadratické formy

(Az,z) + (b,x) = Z a;;xiz; + Z biz; (380)
=1

%,j=1
Jjakozto funkce proménnych x1,...,x, € R.

Reseni: Takovd tloha vznikd v mnoha situacich, tfeba hleddme-
i tetnou (nad)rovinu k zadané kvadrice (feknéme elipsoidu
nebo paraboloidu) rovnobé&znou se zadanou nadrovinou. Mnohem
zajimavéjsi interpretace ale dostaneme pozdéji pii zkoumani minim
energie systému spraZengych oscildtord (viz nize, takové modely
pochézeji z kvantové teorie pole). Nejprve vsak tilohu (380) vyfesme.
Tak jako v jednorozmérném piipadé, je mozno pouzit dvou
metod:
Pruni metoda: Derivace vyrazu (Az,z) + (b,z) podle zvolené
proménné z;, je rovna

a 6 n n
%((AJL', .’E) + (b, .’L')) = 6.7) Z azgx'i-'zj + szmz -
o \jj=1 i=1

n
=2 Z Qi T; + 2a‘ioioa"io + bio;
Jj=to
pozor na ty dvojky, objevuji se zde z ruznych duvodl: a;;+aj; = 2a;;
resp. ((%i,)?) = 2x;,.

Takze minimum vyrazu (Az,z) + (b,z) nastane v bodé z =
(1, ..., ®n), kde plati 2Az + b = 0, neboli pro vektor z = —1 A~ 1b.
Druhd metoda: Stejny vysledek dostaneme i metodou ”doplnéni na
&tverec”. Oznaéme symbolem B = /A odmocninu z matice A.
Piipomenime, ze matici B definujeme pomoci spektralniho rozkladu
A = ODOT, kde matice O je ortogonélni, OT = O~!, a matice D
je diagondlni (s kladnymi prvky na diagondle v pfipadé pozitivn{
definitnosti A). Polozfme potom B = Ov/ DO, piicems je jasné, jak
definujeme v/D.

A nyni jiz pokratujeme téméf doslovné tak jako v jed-
norozmérném piipadé:

(Az,z) + (b, z) = (Bz,Bz) + (B~ 'b, Bz),
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vyuzivame zde symetrie matice B,

1 1 1
= (Bz+ 5B*lb, Bz + 5B*lb) - Z(Bflb,B*Ib) =

1 1
= 1Bz + 5B7'b|[* = 2(A7"b,b),

Minimum tedy nastava, pokud B:E—F%B_lb =0, neboliz = — %A‘lb.
Takto jsme spocetli nejen, kde se minimum nachézi, ale i jeho hod-
notu: —5(A~15,b).

20.26 Interpretace vysledku dulohy 20.25 pro
systém sprazenych oscilatori. Feynman—
Kacova formule.

Kvadratickd forma (Az, z) byvéa v konkrétnich tlohach zaddna napf.
ve tvaru, kde z = (21, ..., Z), pi; >0

Zpiiw? + Z pij(zi — z;)° = B(z),
=1

,j=1

pfipomindme, ze pfedpokldddme symetrii (p;; = pj;) a pozitivni
definitnost (E(z) > 0 pro  # 0). Veli¢inu E(z) lze interpretovat
jako energii systému spfazenych oscildtoru (kuli¢ek na pruzinkéch):
Pfitom chdpeme veli¢inu z; € R (popi. z; € R? & z; € R?) jako
vychylku i-tého oscilatoru od své rovnovazné polohy z; = 0, a jed-
notlivé oscildtory jsou pospojované gumickami ¢i pruzinkami tuhosti
pij, které spojuji sousedni prvky (i,j) daného systému. Veli¢iny!*
pi; popisuji silu ukotveni jednotlivych oscildtorua vuéi klidovému
stavu z; = 0. Lze si pfedstavovat konstrukci tieba draténky staré
postele, ale tento model hraje dulezitou roli i v kvantové teorii pole
¢i ve statistické fyzice. Potom je ovéem poéet oscilatorii n =~ 10%7 (&i
jesté mnohem vétsi) a vzorecek

1
=—-A""1
T 2 b

114p¢ipadu ps; = 0 ,,%4dné ukotveni pruzinek” se Fiké ,,pole s nulovou hmotou”.
Uveden4 terminologie je pivodem z kvantové teorie pole (QFT).
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odvozeny vyse je v takovéto holé formé zcela bezcenny, nebot
pocitat inverzi tak veliké matice standardnimi metodami nevede k
rozumnému vysledku v rozumném case.

Energii E(z) lze napsat ve tvaru

Zd” z;)* — (Qz, z),

kde matice @ = {g;;} ma jiz nuly na diagonéle a jinak prvky

n
Qij = 2pij, 1#Jj; aktomuje di =pi+ Z(pij +pji) -
G

Vsimnéte si, ze plati di; > >, ¢ij (,,tzv. diagondlni dominance”)
a rovnost (nejzajimavéjsi pfipad!) nastane pro piipad nulové hmoty
tzn. pro p¥ipad p;; = 0.

V dalsim oznacujeme mnozinu vsech indexu symbolem A, tfeba
A ={1,...,n}. V konkrétnich piipadech (at jiz v ptipadé té draténky,
(:i v pfipadé QFT) meé. vidy A pravidelnou strukturu dvoj, troj
kone¢nou cyklickou grupou (at jiZz jednorozmérnou — pak poloz1me
n = 0 — nebo vicerozmérnou). Potom byvaji veli¢iny p;;, a tedy i
gi; obvykle invariatni vici translacim té miize, a lze pro pohodlnost
predpokladat napiiklad i vztah d;; = 1 tedy E(z) = (z,z) — (Qz, z).

Fixujme nyni néjakou ,,okrajovou podminku” {z; = 7;,7 € M*}
na dopliku M°¢ = A\M né&jaké podmnoziny M C A miize A a
ptejme se, v jaké poloze se ustali klidové polohy ostatnich oscilatoru.
Piiklad: Sldpneme doprostfed draténky upevnéné na krajich. Jak se
vychyli polohy okolnich uzla té draténky?

Klidova poloha systému nyni odpovida konfiguraci z = xzp =
{zi,i € A} = zpr U zps¢, pro kterou je minimélni veli¢ina

E(acA) = E(.’EM U.Z‘Mc) = (xA,xA) - (QSL'A,SL'A)

pii fixované volbé veli¢in (,,vychylek”) {z; = Z;,7 € M} vné nami
zkoumaného objemu M.
V aplikacich se ve vzorcich

Zdn wz QanxA anx + Z p’L] —iL']

i€EA i€EA i,JEA
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vyskytuji obvykle jen pary dostateéné blizkych sousedu (¢, 7); jinak
tedy b}'fvé Dij = 0a qij = 0.

,»Aktivni” pary oscildtoru (tedy takové, ze plati p;; > 0, a tedy i
¢ij > 0) tvoii na indexové mnoziné A = {1, ..., n} jisty neusporddany
graf G pravidelné struktury. Oznac¢ujme déle zebra tohoto grafu sym-
bolicky b = {i, 5} a jejich ,,vdhy” jako

db = qij-

V dalsim zapisu jiz pro pohodlnost predpokladejme, Ze plati vztah
di; = 1. Tento predpoklad neni nijak na Ujmu obecnosti v ptipadech
transla¢né invariantnich systému oscildtoru na toru.

Zkoumejme nyni minimum naseho kvadratického vyrazu
E(za) = (za,za) — (Qza, za) za podminky zpre = Tare. Jde tedy o
minimum linedrné kvadratické formy typu (Az, z) + (b, z) pfesnéji o
minimum funkce

Z (:1,'1)2 - Z Qi T + 2 Z Qi TiT; (381)

ieM i,jEMist] sgme
za podminky fixace Zpze. Clen Ei,jeMc ¢i;T;T; zde jiz nepiSeme,
nebot je pro zadanou okrajovou podminku {z; = 7;,i € M} stejné
konstantni. Vztah 2Axz = —b nyni znamend nésledujici: oznac¢ime
i symbolem Zp; = {Z;,i € M} feSeni tlohy (381) mame rovnosti
(pfipomindme, ze pro jednoduchost znaeni uvazujeme jiz pouze
piipad d;; = 1, proved'te podrobné piislusnou aritmetiku)

Ti= ) qiT; Vie M. (382)
J#i

Vidime, ze T; je jistym vazenym primérem ,,okolnich veli¢in T;”
(v grafu G). V souladu s terminologi{ obvyklou v analyze by-
chom mohli Fici, ze funkce Tjs je harmonickou funkci proménné
i € M. Nyni pouzijeme Feynman-Kacovy metody. Vztah (382) totiz
muzeme iterovat, dosazovat znovu a znovu do sebe sama. Dosazovani
ukonéime vzdy v momenté, kdy piislusné j ze vztahu

T = E % Tj

J#i
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dosdhne mnoziny M€, j € M°€.

Definice: Ndhodnou prochazkou ,,z bodu ¢ € M na okraj M”
nazveme libovolnou posloupnost P indexi tvaru P = (i =
10,91, -+ i = j) takovou, ze i, € M Vk = 0,1,...,n — 1 a pFitom
plati i, = j € M® = A\M. Vahou prochdzky P rozumime veli¢inu
(soutin pfes vSechna zebra b = (ix,ix+1) prochdzky P)

qp = H(Jb-

beP

Staci se tedy omezit na prochizky ,skrz zebra grafu G”, jiné
prochdzky maji vdhu nula. Nyni plati dalezita

Véta (Feynman—Kacova formule): Konfigurace Z)s minimalizu-
jici kvadratickou energii F(z,) za podminky xpe = ZTpe splituje
Vj € M podminku

Tj = ZQPEk(P),
P

kde sumace je pres vSechny prochazky P startujici v bodé j € M
a kde k(P) oznacuje "konec” prochazky P = (j = ig,...,in = kp)
tzn. moment dosazeni M¢; zatimco plati ¢, € M pro k < n tak je jiz
in = k(P) € M°.

Cviéeni 1. Promyslete dukaz této véty, neni to jiz obtizné.
Cviceni 2. Spoctéte hodnotu veli¢iny

E(EM Uch) = minE(:cM UEM.:)
XM

pro Tp; z predchozi véty, dosazenim Feynman—Kacovy formule do
vzorce pro energii E(Zpr UZTpse)! Reseni vyjde ve velmi elegantnim
tvaru, kvadratické ¢leny v ném budou indexovany vSemi moznymi
prochdzkami (po grafu G s nenulovymi zebry ¢; ; # 0) z mnoziny
MF¢€ pies M zpét do M°:

Véta: Plati vztah

E@m UTue) = — Y acT=(0)Thc) + Y, (@)
c icMe

kde prvn{ sumace je pres véechny (orientované) prochizky typu C =
(0,21, .-y in) takové, ze

i0=2(C)e M, Nip, =k(C)e M°, Nir e M;1<k<n-1.
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Indexy z(C) resp. k(C) oznatuji pocatecni resp. koncové body téchto
prochdzek C. Vahou prochdzky C' minime opét veli¢inu (souéin pies
vSechna zebra b = (i;,%;41) kde j =0,1,...,m — 1)

ac =[] @

beC

a opét plati, ze s nenulovymi pfispévky jsou pouze ty prochazky,
které jsou podgrafy grafu G.

Aplikace uvedené Feynman—Kacovy formule pii detailngj§im
studiu Coulombovskych potencidli, pfi feSeni problému ndvratnosti
nidhodné prochazky a pfi studiu rozptylu pfislusnych gaussovskych
mér viz v dalsi tloze vénované tomuto tématu.

20.27 Anihilaéni a kreaéni operator na konecné-
rozmérném prostoru se skalarnim souc¢inem

Zduraznéme, 7ze skutec¢nou dilezitost a eleganci maji tyto operatory
pouze na nekone¢nérozmérném prostoru, viz skripta [PLA], strana
243. Jsme ale v linedrni algebfe — a tak niZe zformulujme co
moznd nejvérnéjsi karikaturu téchto dulezitych pojmu i v pro-
storech kone¢né dimenze. Vyhodou jest, Ze toto zavedeni bude
zcela rigorézni (i kdyz se ztrati hodné z elegance ptivodni kon-
strukce) zatimco fyzikalni situace se bez rozvinuti alespon Casti
teorie nekoneénérozmérnych operdtoru neobejde. Pokldddme zde
pro jednoduchost zdpisu vSechny fyzikalni konstanty (jako Planck-
ovu) rovny jedné. (Ctenéf‘i samozifejmé doporucujeme podrobné
se sezndmit i s nekoneCnérozmérnou versi, specidlné se vSemi
piislusnymi dilezitymi komutaénimi vztahy.)

Ukol: Necht je tedy V,, prostor funkci typu

22

f(z) =P(z)e” 7,

kde P je polynom stupné nejvyse n. Skaldrni soucin na tomto pros-
toru bereme

b(f,g) = / " )5 de.
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Spoctéte adjunkci k anihila¢nimu operadtoru

A:(:L'—l—i): Vo = Vo
dz

Reseni: Nejprve je dobré si uvédomit, ze A zobrazuje V;, skuteéné do
2
V., tedy ze i pro polynom P stupné n obsahuje A(Pe_x7) polynom
stupné nejvyse n (totiz stupné n — 1).
Pro polynomy P stupné mensiho nez n bude ziejmé opravdu

2 2
platit A*(Pe~"7 ) = (z— %)(Pe‘XT), viz nize. Je-li oviem P stupné
2

2
n, je (z — %)Pe‘ = = Qe "7 kde Q je polynom stupné n + 1
(vyzkousejte). Oznatme symbolem m,, ortogondlni projekci z pros-
toru V,,, m > n (tfeba m = n + 1) do podprostoru V,,. Potom pro

P(w)e‘§ €V a Q(x)e_% € V, plati

2 2 22 22

b(mn(P(z)e™7),Q(z)e” 7 ) = b(P(z)e” 7 ,Q(z)e” 7 ),

tedy ozna¢ime-li f(z) = P(z)e =, g(z) = Q(z)e 'z, kde stupné
P a @ jsou < m, mdme vztah (ovéfte podrobnéji, misto funkce

P(m)e_é bereme nyni funkci 7, (z — %)P(x)e_%)

b(mn(z — 2)f9) =b(z— 2)f,9) =b(f, (= + )9

pro vSechna g € V,, s pouzitim vzorce per partes. Jinymi slovy plati:

.r—l—i *— w—i
dz = dz

na kazdém takovémto prostoru V,,.

20.28 Projekce ortogonalni baze

Ukol: V euklidovské roviné R? méme tfi vektory vi,vs,vs. Jak
pozname, Ze to jsou ortogonalni projekce néjaké ortonormalni baze
wi, Wo, ws z euklidovského nadprostoru R3 O R??

Reseni: Jde o to, zda lze pfidat k matici A (typu dvakrat tfi)
slozené ze soufadnic vektoru vi, vo, v3 jesté jeden, tieti fadek, aby
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vznikla ortogonalni matice se vzdjemné ortogondlnimi sloupci ve-
likosti jedna. To je ziejmé mozné pravé tehdy, pokud jsou rddky ma-
tice A navzdjem kolmé a maji velikost jedna. Pak je lze totiz doplnit
(v tomto konkrétnim pfipadé jednoznacné) tfetim faddkem velikosti
jedna, ortogondlnim k prvnim dvéma. A jsme hotovi. (Proc?)
Uloha méa zobecnéni pro k-rozmérné projekce z n—-rozmérného
prostoru, zformulujte a dokazte jej. *RB

20.29 Translaéné invariantni kvadratické formy
a nahodné prochazky na miizi

V tomto pfispévku se podivime na podminénd minima takovychto
kvadratickych forem na nekonetné miizi (,,Coulombovy po-
tencidly”) a prostudujeme jejich chovani. Odvodime vyjadfeni hod-
not piislusnych energetickych minim jako vhodnych sum pies
nihodné ,,smyCky” na dané mfizi a ukidzeme zajimavé souvislosti jed-
nak s chovdnim (vratnost &i nevratnost) odpovidajicich ndhodnych
prochézek na zvolené miizi, jednak s chovinim gaussovské Gibb-
sovské miry prislusejici zvolené kvadratické formé.

Klicovym slovem nize diskutované problematiky je kvadratickd
forma (Hamiltonidn) typu

H.(z)) = Z (z; —z;)* +¢ wa (383)

{i,j}eA:|i—j|=1 ieA

na konfiguraénim prostoru R*, kde A je koneé¢ny diskrétni torus (di-
menze d) tvaru
A={0,1,...,n—1}4,

tedy soucin cyklickych grup {0,1,...,n = 0}.

Form&lné vzato, chtéli bychom Hamiltonidn 383 a vysSe nad-
hozenou problematiku (ndhodné prochdzky, Gaussovské miry) stu-
dovat na Z?. Z technickych diivodd je vyhodné pracovat na koneéné
grupé A a teprve na zavér udélat limitni pfechod (termodynamickou
limitu) A * Z4, ¢imz minfme limitu pro n — oo.

Co se hodnoty ¢ tyce, nejzajimavéjsi interpretace budou pravé
pro € = 0. I zde bude ale z technickych divodu (pozadavek regularity
kvadratické formy 383 apod.) vhodné pracovat vétsinou s hodnotou
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e > 0 a teprve potom (obvykle az po provedeni termodynamické
limity A Z?) zkoumat limitu pro & — 0+.

Poznamenejme, ze misto 383 lze obecnégji (a vcelku analogicky)
zkoumat kvadratickou formu typu (b; jsou translacné invariantni ko-
eficienty)

H.(za) = ). bi_j(xi—zj)2+62x? (384)

{i,j}eA

s vhodnymi koeficienty (tfeba nezdpornymi) tak, aby tato forma byla
pro € > 0 positivné definitni. Uplné nejobecnéji mizeme zkoumat
pozitivné definitni formu typu

H(zp) = Z a;—jz;z; = (ap * Tp,zA) = (Azp, zA), (385)
BLjEA

kde (z4,ya) oznacuje bézny skaldrni soucin na R a matice A ma
prvky a;; = a;—;. Konvoluci ya = aa * za rozumime konfiguraci
Yi = X jen @i—jTj. Uvazované konvoluéni jédro ap = {a; : i € A}
bude obvykle symetrické (a; = a_;) a omezeného dosahu (a; = 0 pro
libovolné |i| > R). V takovém piipadé budeme R nazyvat dosahem
interakci v Hamiltonidnu 385.

Piseme-li Hamiltonidn 384 ve tvaru 385, mame

a; = —2b; (pI‘O’L.#O), a028+22bi,
i€A
neboli A = ao(J — W), w;; = w;_j, kde w; = 2;:)", ¢ili miizeme vztah
385 (a tedy i 383, 384) psét ve tvaru

H.(za) = ao((J — W)z, za),

kde W je matice s prvky w;; = w;_; takovd, Ze plati wo =0 a

Z|w,| <1, resp <1
i#0

podle toho, zda € = 0, nebo ¢ > 0.
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V piipadé potieby budeme nize zavadét oznaceni W = W*€
zduraznujici nenulovou hodnotu € > 0. Specidlné pro Hamiltonidn
383 méme 5 o

6_{4d+57 |Z_.7|:1
Wi = .
0, jinak

> ufy = g <!
jwij_4d+s ’

Plan dalsiho postupu je nésledujici. Nejprve se kratce zminime
o gaussovskych mirdch na R* odpovidajicich kvadratickému Hamil-
tonidnu 383-385. Vyjasnime roli ndhodnych prochizek pii vy-
jadfovan{ hodnot inverzn{ matice (J—W)~! a interpretujeme rozptyl
piislusnych Gaussovskych veli¢in v terminech pravdépodobnosti
navratu ndhodné prochizky do pocatku. Na zavér zanalyzujeme
chovéni ,,Coulombovych potencidla” formy ((J — W)za,xa), tedy
chovani podminénych minim této funkce pii fixované okrajové
podmince (zadané tieba jen v jednom bodé), ukdze se totiz
(s pouzitim Feynman-Kacovy formule), 7ze energie Coulombova po-
tencidlu je vyjadfena veli¢inou uzce souvisejici pravé se zminovanou
pravdépodobnosti ndvratu ndhodné prochdzky (po mfizi, na niz
piislusny potencidl studujeme).

Studujme tedy nejprve Gaussovské miry odpovidajici Hamil-
tonidnu H,(z,). Uvazujme

H.(za) = ao((J — W)z, za),

kde W = {w;; = w;—;}, pro které plati ), |w;| < 1. Tomuto Hamil-
tonidnu odpovida nésledujici gaussovskd mira, kterd je dand husto-
tou pravdépodobnosti

dpu(za) _ e~ M)

d.’EA - Z(A) ’

kde
1A]

Z(A) :/ e~ He(@r) qg =a, ? e~ (T=W)zr,ar) gpp
Ra Ry

V dalsich vypoctech budeme pro jednoduchost pocitat s a9 = 1.
Piipadné zakomponovani obecného ay do formuli, které budou
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nésledovat, je celkem trividlni. Vime, ze Z(A) je potom vyjddfeno

vzorcem
[ Al
Z(h) = det(J — W)~

Jde tedy o vypocéet determinantu det(J — W), jemuz jsme vyse
vénovali samostatny pitklad 11.9. Vysledkem je

det(J — W) = exp (Z In(1 - wc)) )

C

kde se s¢itd pres vSechny ,mnerozlozitelné smycky” v A a wg =
H(i7 ;) Wij> kde soutin je pres viechna Zebra (2,7) smycky C.

Podivejme se nyni na rozptyl veli¢in danych gaussovskou
pravdépodobnost{ zadanou vyse, tedy v prvé fadé na velic¢inu (zo
zde oznacuje hodnotu z, v bodé ¢ = 0)

VA= [ ahdutan)

Piseme V = V2, abychom zdfiraznili roli parametru ¢ > 0 v Hamil-
tonidnu ((J — W) za, xa), popiipadé i roli mfize A. Dulezitd (pro

nésledné interpretace ve statistické fyzice) je dvojnd limita

V = lim ( lim V;A) .
e—=0 \A—>Zd

Tu muzeme interpretovat jako ,rozptyl (varianci) veli¢iny z¢”
v piipadé, ze ,konfiguraci xp drzfme, pro A — Z%, v nekonetnu
na hodnotédch z; = 0, ¢ — 00”. Zatimco role konetné miize A
v téchto tivahdch bude vcelku trividlni (pouhd potfeba koneénosti
sum v H(z,)), chovédni veliciny V; v okoli ¢ = 0 bude zajimavé, a
uvidime zdsadni rozdil mezi dvoj a vicerozmérnou situaci.

Véta 1: Plati V = oo respektive V < oo podle toho, zda d = 2 nebo
d > 3. (Pro pozitivné semidefinitni formu 383 nebo obecnéji 385.)

Diikaz: a) Vime, ze VA = Cyo, kde C = (J — W.)~!. PiSeme
podrobnéji W, namisto W, abychom zdtraznili roli ¢ (viz piiklad
o gaussovském integrovani vySe, konkrétné vyjadieni variance
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gaussovské miry c;; = [ z;z;du(z), kde p odpovidd matici A po-
moci inverzni matice C = A™!). Tedy C =3 (W)™ a

VA=1+) ) wp,
k=2 P

;
|P|=k

kde wy, = H(i’ jep w; ; a sc¢itdéme vSechny P — prochdzky po miizi
A, jejichz pocateéni a koncovy bod je 0 € A. Ve vzorci pro vdhu
prochédzky wy, nédsobime maticové elementy wf ; pfes vSechna Zebra
(4,7) prochdzky P. Délkou |P| prochizky P nazyvdme pocet jejich
zeber.

b) Nazvéme smyckou takovou uzavienou prochdzku, kterd se do
svého pocatecniho bodu vrati az v poslednim kroku. Polozme

A_E: €
PE_ Wg,
S

kde sumace je pres vSechny smycky za¢inajici a koncéici v 0. Potom
plati vzorec

o0
VA=14) wp=1+) (PH™,
P m=1

nebot kazdou prochézku P s poéitkem a koncem v 0 lze rozlozit na
usporadanou m-tici smycek.
c) Takze koneénost respektive nekonecnost veli¢iny VA v limité

V =lim lim VA

e—=0A—7Z4d

skuteéné zavisi na tom, zda veli¢ina

= lim lim p?
p E_}OA_%dPE

je rovna jedné ¢i nikoliv. Pokud je p < 1 mame totiz vztah
- 1
V=1 m= .
P
m=1
Naopak, je-li p =1 je ziejmé V = oo.
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d) Dikaz véty dokoncime pozdéji, az dokdzeme, ze (pro € = 0)
p=l&sd=2.

Poznamka (o interpretaci véty): Setkali jsme se pradvé s popisem
vratnosti ¢ nevratnosti ndhodné prochdzky definované na Z¢ tak,
ze pravdépodobnost piechodu z bodu 7 do ,,sousedniho” bodu j je
déna jakousi nezdpornou veli¢inou w;; = w;_; takovou, zZe

Zwizl—s.

i€Z4

kde ¢ je pravdépodobnost ,,zdniku poutnika”. Ptdme se (samoziejmé
hlavné pro ¢ — 0) na pravdépodobnost té udélosti, ze poutnik
se nékdy vriti do pocatetniho bodu své cesty (Tedy ani cestou
nezanikne — to je zajiSténo podminkou € = 0, ani se ¢asem nevzdali
nékam do nekoneénych konéin). Lepsi otdzkou (s vyraznou odpovédi)
ale je: ,,Jaka je pravdépodobnost @ toho, Ze se poutnik vrati do svého
pocéteéniho bodu nekoneénékrat?” Odpovéd na takovouto otézku
jest (proe =0): ,,Q =0pro D >3,Q=1prod=2".
Takze zbyva vyjasnit chovani veliiny

A £ £ __
ps_E Wg, Wg = II Wij
S

(i,4)es

sCitdme-li pfes vSechny smycky v A s pocCateénim a koncovym bo-
dem 0. Zde bude tcelné vratit se k pfipadu koneéného toru A a e > 0;
teprve po nalezeni piislusnych formuli provedeme limitni pfechod

lim lim p2.

e0 Amszale
Odpovéd na otézku ,,Jak ziskat uziteéné vyjadieni veli¢in p dava
studium Coulombovych (Newtonovych) potencidla pfislusnych dané
kvadratické formé. Definujeme je takto:

Definice: Necht M C A, piseme v dalsim M° misto A \ M. Fix-
ujme néjakou konfiguraci Zpre € RM°. Oznalme symbolem Zpze
konfiguraci na M minimalizujici kvadratickou formu (W je ma-
tice diskutovand v pfedchozim textu, w;; = wi—j, >, |wi| < 1,
H(zp) = (I — W)za,za) za podminky zpre = Zpge.)

Aon
e
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V jiném piikladé této sbirky dokazujeme néasledujici vétu, tzv.
Feymann-Kacovu formuli:

Véta 2: Pro minimalizujici konfiguraci Zp;e a pro libovolny bod
i € M plati vztah

T; = pr.’i‘k(p), (386)
P

kde soucet se bere pres vSechny prochazky P zacinajici v bodé i a
konéici v M¢. (Konec prochdzky je definovan jako okamzik, kdy se
prochédzka poprvé octne v mnoziné M° = A\ M.) Viha prochdzky
je opét dana formuli

wp = H Wi j

(i,5)eP
kde soucin je pres vsechna zebra P.

Viz predchozi pitklad (o minimech kvadratickych forem), kde
podrobnéji diskutujeme i formuli 387. Zékladem je elementarni po-
zorovani, ze funkce H(Zpre U zpr) mé podle pfedpokladu minimum
v bodé zps = Zps. Tedy parcidlni derivace H podle z;, © € M jsou
rovny nule, coz ddva vyjadfeni (zopakujte si jej)

.’Z‘i = Zwijij, (387)
J

kde sumujeme pfes vSechna ,,sousedni” j (takovd, ze w;; # 0) a Z;
je bud hodnota minimalizujici konfigurace Z3; v bodé j € M nebo,
v ptipadé j € M€, hodnota prislusné okrajové podminky. Nyni staci
iterovat pouzitou formuli 387 (dosazovat ji samu do sebe znova a
znova, dokud neplati j € M¢) a dostaneme kyZzeny vztah 386.

Dosad'me nyni formuli 386 do vzorce pro minimalizujici Hamil-
tonidn

H(Zr) = ((J - W)aa,2a) = Y& — > wi&id;.
i€A i,jEA
Dostaneme potom nésledujici elegantni vysledek.

Véta 3: Necht konfigurace Z); minimalizuje Hamiltonidn H(z s U
Zme) pii fixované podmince Zpre. Potom plati vzorec, pro Ty =
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Tpe UZ
H(il_:A) = Z .’7:3 — pr.’fiz(p).’z‘k(p), (388)
ieMe P
kde s¢itdme pres vSechny prochdzky (ip = z(P),t1,...,in = k(P))
takové, ze zacdtek z(P) i konec k(P) lezi v M¢, ale x; € M pro
1=1,...,n—1. Vaha prochazky P je dana, jako obvykle, souinem
pres vSechna Zebra (ig,ix+1),k=0,1,...,n—1

n—1
wp = H Wi ikt
k=1

(Vsimnéte si, Ze pro M = () dostdvdme obvykly tvar H(Z,).)

A

Dikaz: Je vcelku jasné, ze dosazenim formule 386 do a) prvni i b)
druhé sumy ve vzorci 388 vznikaji vyrazy typu wpZ.(p)Zx(p)- Rozdil
je v tom, jak ty prochdzky vznikaji: v piipadé a) jako ,,slepence”
dvou prochdzek P;, P, z jistého bodu i € M ven z M€, v piipadé
b) jako slepence dvou prochdzek (jedné zaé¢inajici v ¢ a druhé v j a
jdouci ven z M) a jedné pFicky (i,j) dodédvajici k vahdm wp, a wp,
jesté jeden multiplikativni faktor w; ;). Rozdil je ve znaménkéch,
slepence P &P, vznikaji se znaménkem 1, slepence Py U {i,5} U Ps
se znaménkem —2 (resp. —1, uspofdddme-li dvojici {3, j}).

Pozndmka (k terminologii a k piechodu do kontinua Z¢ —
RY): Konfiguraci Z, minimalizujici H(zs) za podminky zpre =
Zpre nazyvame Coulombovym resp. Newtonovym potencidlem
(odpovidajicim hrani¢ni podmince Zpsc). Predstavme si totiz A =

418



74, M¢ = {0} U Ao, kde Ay je ,,0koli nekoneéna”. Polozme % = 1
a Z; = 0 pro viechna i € Ay. D4 se potom ukdzat (neni to ale
trividlni) ze pro 1 < |i| < D = dist(0,Ax) plati (uvazujme pro
konkrétnost pouze dimenzi d > 3)

zi = CV () (1 +m),

kde ; = 0 pro D — o0 a |i| = oo (nebudeme zde pfesné specifikovat
v jakém smyslu), C je konstanta a V' je obvykly Coulombiiv potencidl
z R?, tzn. funkce minimalizujici integral

/ | grad V|? dy
R\K

za podminky V(y) = 1 na hranici K jednotkové koule K = {y :
ly| < 1}. Zdiraznéme, ze zde je jiz fe¢ o euklidovské normé na
R?, tedy V(y) (a piiblizné i V(i)) je centrdlné symetrickd funkce,
jejiz hodnoty zdvisi pouze na (euklidovské) vzdélenosti od pocatku.
V(y) =1/ly| prod=3.

Nyni udéldme jesté nékolik dilezitych, byt elementdrnich a
hrubych, odhadt veli¢iny H(za) pro dimenze d = 2 a d = 3.
Nebudeme se pokousSet optimalizovat tyto odhady, ani ukazovat
jejich vztah k odhadim pro energie harmonickych funkci v kon-
tinuu (tedy v R? misto Z?). Tyto odhady umoz#ni roziesit problém
o (ne)ndvratnosti prochdzek a tedy koneéné uzaviit dikaz véty 1.
Bude pohodlnéjsi piejit z kone¢ného toru A na celou miiz Z¢.

Volme hraniéni podminku Zy = 1, Z; = 0 pro |i| > N, i € Z%.
Situaci 1ze samoziejmé namodelovat i na dostateéné velikém toru A.

Necht
g = {a‘cEN); li] < N}

oznacuje konfiguraci minimalizujici H(z,) za této podminky.
Poloime Z; = limy_,00 Z. ). Pfedpoklédejme, ze pro kazdé N je
torus A zvolen tak veliky, ze mnozinu My = {3, |¢| < N} i jeji hranici
Mg = {i,dist(i, M) < R}, kde R je ,,dosah interakce” v Hamil-
tonidnu H(z,) (tedy a;; = 0 pro |i — j| > R), lze do A izometricky
vnofit. Potom ziejmé velicina H(z(")) nezvisi na volbé takovéhoto
toru, oznac¢me ji prosté H(E(N )). Méme potom ziejmé

H(z) = lim H(zM),

N—o0
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kde levé strana je podle vztahu 388 s uvdzenim vyse zminéné okra-
jové podminky dina nekonenou sumou pies vSechny prochazky
z pocatku 0 dorazivsi nakonec zpét do pocatku (jejiz konvergence
snadno plyne z pfedchozich tvah)

H(z)=1-) w.

Méme zde samoziejmé na mysli hlavné pfipad € = 0, pro opatrnost
(hlavné v dimenzi d = 2) si pfedstavujme, ze € > 0 a limitni pfechod
€ — 0 udélame az v uplném zavéru. Z nasledujici véty jiz plyne
dokonéeni dikazu véty 1, nebof H(z) =1 — p.

Véta 4: Pro d = 2 je H(Z) = 0, zatimco pro d > 3 plati H(Z) > 0.

Dikaz: a) Pfipad d = 2. Sestrojme pro kazdou posloupnost {a,}
takovou, ze a, > 0a )y, _; a, = 1 konfiguraci danou pfedpisem

n
Z,=1-— Zaj pokud |i| = n.
j=1

Jsme stdle na miizi, vyrazem |i| = Zzzl |ix| rozumime vzdalenost
,typu (17, mnoZina i : |i| = n je kosottvercem o délce prepony 2n.
Predpokldddme-li interakci pouze nejblizsich sousedu, je jasné podle
vztahu 383, ze energie takovéto konfigurace je rovna sumé (pfispivaji
pouze pary nejblizsich sousedil z riiznych ,,vrstevnic”)

H(Z) = ) ahe(n),

kde c(n) je pocet nejblizsich sousedi mezi body z kosoCtverct
K(n) = {i,]i| = n} a K(n —1). Nebudeme zde piesné odhadovat
cislo ¢(n), je jasné, ze plati lim, o, c(n)/n = 4. Takze

H(z) = Zaic(n) = Z(ann)chl—Z).

Volme nyni a, = Ky/n,n=1,...,N a jinak a, = 0 pron > N.
Necht Ky = (3N, 1)~ tzn. Ky ~ (log N)~1. Poitejme, s touto

n=1n
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volbou a,,, hodnotu H(Z) = >"°  a2c(n) = K% Y. c(n)/n* ~ Ky =
(log N)~!. Tedy vidime, ze H(z) = inf H(z) = 0.

b) Pifjpad d > 3. Tento odhad je komplikovanéjsi a fakt, ze
pracujeme v Z% (misto R?) situaci neulehéuje, ba pravé naopak.
Rozsfifme konfiguraci z € Z? linedrné (po &astech, v kazdé buce
ngl(ni,ni + 1)) na funkci v celém R?. Oznaéme tuto funkci sym-
bolem V(y). Plati, pro jistou minimélni konstantu ¢ > 0, vztah

H(z) > cG(V), kde G(V)= | grad V|* dy
RI\K(0)

(tuto nerovnost staci dokdzat v kazdé jednotlivé buiice, ovéite). Pii
odhadu G(V) 1ze pouzit symetrie funkce minimalizujici G(V') (takové
symetrie na Z% neméme!) Vskutku, je-li T’ ortogonalni transformace
na R?, tak je jisté G(V) = G(V oT) a trochu (funkciondlni) analyzy
ukazuje, ze minimum funkce G, pfi okrajové podmince na V feknéme
V =1 na hranici koule {y : |y| = 1} a V = 0 v nekoneénu, je nutno
hledat mezi ,,centralné symetrickymi” funkcemi V', jejichz hodnoty
zévisi pouze na vzddlenosti od poéitku. To je zndmy Coulombiv
potencidl, pro d = 3 roven V(y) = 1/]y| a médme téz odhad

2
H(z) > c/
RI\K(0)

1
grad —| dy.
]

20.30 Lorentzovy transformace

Definice. (Minkowskiho kvadratické formy) Na prostoru R*
zaved me Minkowskiho pseudoskaldrnf soucin (-,-)as : R* x R* — R,
definovany (v, w)a := vowe — viwy — vaws — vsws, kde v; resp. w;
jsou slozky v resp. w vuéi kanonické bazi R*. Kvadratickd forma
(R%; (,)ar) =: RY3 se nazyvéa (realny) Minkowskiho prostor.

Definice. (Lorentzovy grupy) O(1,3) := {4 € M(4,R);
(Az, Az)pm = (z,z)Mm}, SO(1,3) := SL(4,R) N O(1,3). Grupa
0O(1,3) se nazyva Lorentzova grupa, SO(1, 3) se nazyva Lorentzova
grupa orientaci zachovavajicich prvki.
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Ukol. Dokazte, ze vyse definované mnoziny jsou grupy.
Reseni. Stadi ovéfit uzavienost na nasobeni a na inverzi.

Ukol. Dokazte, ze prostor vSech hermitovskych matic typu 2 x 2
je vektorovy prostor nad télesem R dimenze 4. Naleznéte jeho bézi.
Tento prostor budeme znaéit H(2).

Reseni. Kazd4 hermitovska matice

A— <a11 alZ) :Zt —. AT (389)

a21 a22

m3 na diagondle redlna ¢isla. Prvky aq2 a az; jsou navzdjem kom-
plexné sdruzené, tj. pokud a1z = 1 — ix2, potom az; = x1 + ixs.
Pro dalsi vypocty bude vhodné napsat diagondlni ¢leny ve tvaru
a11 = Xg + T3, ase = Ty — T3, COZ lze pravé jednim zpusobem pro
libovolna dveé realnd ¢isla a11, a22. Kazdou hermitovskou matici lze
tedy psat ve tvaru

A:(””OJ“’63 xl_m), (390)

T1+1iT2 T — T3

kde z, € R,a = 0,1, 2, 3. Naopak plati, Ze kazda matice tohoto tvaru
je hermitovskd. Zvolme bazi {09,071, 02,03} prostoru vsech hermi-
tovskych matic ve tvaru:

(10 (01
oo = 01 ) 01 = 10 I

(0 —i (10
02 = i 0 ) 03 = 0-1)/"

tyto matice se nazyvaji Pauliho matice. Lze snadno ovérit, ze prvky
04 jsou linedrné nézavislé nad R.

Déle je zfejmé, ze pro libovolnd redlnd z¢ plati, ze %0, je her-
mitovskd matice. Libovolnou hermitovskou matici je mozné psat ve
tvaru matice A vySe. Piimym vypocétem se lze presvédéit o tom, ze
A = z%0,, tj. ze 04 generuji prostor H(2).

Tim jsme ovéfili, ze {o,} tvofl bazi redlného vektorového
prostoru H(2), a tak i dokdzali, ze dimg H(2) = 4.

(391)
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Umluva. Definujme redlny izomorfizmus vektorového prostoru
H(2) na prostor R* a oznaéme j : H(2) — R%, j=!(z) = 2%0,, kde
z = (zo, ..., z3)"

Ukol. Dokaite, 7e (z,z)y = det(j~1(z)), z € R
Reseni. O vySe uvedeném vztahu se lze presvédCit pfimym
vypoctem.

Ukol. Dokaite, ze J : M(2,C) — M (4,C), definovany J(A)z :=
j(Aj1(x)A"), A € H(2), z € R?*, je homomorfizmus semigrup. Ko-
ment4i: J(A) je matice 4x 4, a proto ji lze vy&islit na vektoru z € R?,
J(z) je matice 2 x 2.

Reseni. Nejprve ovéime, e vyse definované zobrazeni mé smysl,
tj. ze matice Aj!(z)A' je hermitovskd, a proto na ni lze aplikovat

izomorfizmus
j:H(2) » R : (A4j(2) AN = A Y(z)TAT = 45 1(2)AT, (392)

nebot hermitovské sdruzenf je antiinvoluce (obraci pofadi a fof = id)
a j !(z) € H(2) pro kazdy vektor z € R?.

Nyni ukdzeme, ze J je homomorfizmem semigrup, tj. ovérime, ze
plati J(AB) = J(A)J(B). Pro kazdé x € R?* plat{

J(AB)x = j(ABj~'(z)(AB)") = j(A(Bj'(z)B")Al) =
A i(Bj N(z)BN)]AT} = J(A)[j(Bj ' (z)B")] =

J(A)[J(B)z] = (J(A)J(B))z, (393)

coz bylo dokazat.

Ukol. Vypoététe J-obrazy nésledujicich matic

Ki(¢) = (COS(’) _Sin¢>, (394)

sing cos¢
kde ¢ € [0,27), a
A(r) = (g r(_)l) , (395)
kde r € C. V tomto pifpadé dosad’te volbu r = et a r = €*’. Budeme

oznacovat A(r = e'?) =: K3(0), A(r = e*) =: M(t).
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Reseni. Pifmym vypoctem (vyéislenim J(A) na prvcich kanoni-
cké baze, J(A)e;) obdrzite nésledujici vysledek

1 0 0 0
HE@) = | o o T | (396)

0 —sin2¢ 0 cos2¢

cosh 2t 0 0 sinh 2¢
0 10 O
I =] o o1 o | (397)

sinh 2¢ 0 0 cosh 2¢

1 0 0 O
0 cos26 sin260 0
0 —sin26 cos26 0
0 0 0 1

J(K2(0)) = (398)

Pozn. Vyse definované matice K;(¢), A(r) spolu s matici

N(k) == (é ’1“) (399)

predstavuji komponenty rozkladu libovolné matice z grupy SL(2,C)
na tzv. kompaktni, abelovskou a nilpotentni ¢ast. Tento rozklad
je zndmy v teorii Lieovych grup (pro libovolnou komplexni Lieovu
grupu) jako Iwasawiv nebo KAN-rozklad.

Umite v tomto konkrétnim piipadé podat geometrickou inter-
pretaci matic v redlné verzi, tj. v .SL(2,R)? Uvédomte si, ze matice
z SL(2,R) jsou prvky zachovavajici objem v R? - tj. obsah v roviné.
Nakreslete, na co pfisluiné matice K(¢), A(r), r € R, N(k), k € R
zobrazi obdélnik, jehoz stied koinciduje se stfedem soufadnic.

Ukol. Dokaite, ze JisL(2,c) je homomorfizmus grupy SL(2,C) na
grupu
Im(JsL2,0))-

Reseni. Zizime-li J na SL(2,C), jeho obraz je podgrupou
O(1,3). Tento fakt dokdzeme ndsledovné.
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Dik pfedchozimu vime, 7e

(J(A)z, J(A)z)yr = det[j~" (J(A)z)] = det(Aj " (2)AT) =
= det(A) det j~'(z) det AT =
=1-(z,z)m-1=(z,2)m, (400)

nebof A € SL(2,C). Odtud plyne, ze J(A) € O(1,3). Zjistili jsme,
ze obraz zuzeného zobrazeni je podmnozinou grupy O(1, 3).

Dik tomu, ze J neni jen homomorfizmem semigrup, ale i grup
(staci ovétit, ze J(A)~! = J(A™1), coz nyni d4vé smysl, nebot jsme
pravé zjistili, ze J(SL(2,C)) C O(1,3) C GL(4,R), tj. invertibilnost
elementt z J(SL(2,C))), je jeho homomorfni obraz také grupou.

Definice. (Boost!!®)Matici A € O(1,3) nazveme boost, pokud
existuje matice @ € O(3), ze

coshu 0 0 sinhu

4 .| 0o 10 0
QA =Li=| ¢ o1 o |- (401)

sinhu 0 0 coshu

Pozn. Matici @, ktera je typu 3 x 3, si pfedstavujeme jako matici
4 x 4, kterd vznikne z A doplnénim nultého faddku a nultého sloupce
(nahoru a doleva), které az na svtj prunik, kde se nachdzi jednotka,
jsou nulové. @ je tedy blokové diagondlni matice s bloky: 1 a A.
Takovouto matici jiz umime ndsobit s Lorentzovou transformaci A.

Ukol. Vsimnéte si, ze LZ (nazyvany boost podél osy z s rapid-
itou u) souvisi s béznymi Lorentzovymi transformacemi ze ,,stfedni

gkoly”. Uréete vztah mezi faktory 7 := \/ﬁ, B := 2, rychlosti

v na jedné strané a rapiditou u na strané druhé.
Reseni. Uvazujme, ze transformace

B

e =

t, = (t ca:)

=z

v =y

2= y(z —vt) (402)

115V gestiné anglickému terminu boost odpovidd posouvani.
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»,odpovidad” transformaci L. NapiSme vyse uvedenou Lorentzovu
transformaci (402) pomoci matice a srovnejme jeji koeficienty s ko-
eficienty matice LZ.

Od ,,pasivni” transformace soufadnic dané rovnicemi (402)
prejdeme k ,,aktivn{” transformaci vektort A (tj. k matici pfechodu),
kterd je jeji inverzi. Zjistime, ze

v 00 vy
0100
A= 0010 |- (403)

£y 00

Rychlost svétla jsme povazovali za jednotkovou, nebof jsme
tento fakt jiz predpokladali, kdyz jsme definovali Minkowskiho
kvadratickou formu, kterd se od ,,fyzikalni” lisila pravé faktorem c2
u nulté (¢asové) soufadnice. Pouzijeme-li tuto konvenci, dostaneme,
ze plati: v = athwu. Pomoci souctovych vzorcu pro hyperbolicky
tangens lze snadno odvodit vzorec pro s¢itdni (bezrozmérnych)
rychlosti. Proved'te.

Pozn. V ramci elementarni diferencidlni topologie 1ze dokézat, ze
prvky Lorentzovy grupy, O(1,3), tvoii Sestirozmérnou plochu (hlad-
kou diferencovatelnou varietu) vnofenou do Sestndctirozmérného
vektorového prostoru vSech matic 4 x 4. Tato plocha sestava ze ¢tyt
komponent souvislosti.

Ukol. Dokaiite, 7e obraz homomorfizmu J, ziizeného na SL(2,C)
je roven té komponenté souvislosti grupy O(1,3), kterd obsahuje
neutrdlni prvek. Tato souvisld komponeneta se zna&l SO(1,3)4
a nazyva vlastni Lorentzovou grupou.

Reseni. Nejdifve dokdzeme, 7e ImJigpiee)y € SO(1,3)4,
opac¢nou inkluzi pozdéji.

Fakt plyne z tvrzeni, Ze obraz souvislé mnoziny spojitym zo-
brazenim je souvisly. Nynf jiz sta¢i dokdzat souvislost SL(2,C).
Kazdy element SL(2, C) miizeme spojit hladkou kfivkou s elementem
id € SL(2,C). Tento fakt plyne z toho, ze Jordanova matice Jy
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k matici A € SL(2,C) (s jednotkovym determinantem) je tvaru

a 0 a 1
JA—(Oal), resp. JA_(OGI)' (404)

Tyto matice lze spojit s identitou pomoci kfivek

~(t) = <(1 —t) tta 0 ) . te[0,1]  (405)

0 [(1—t)+ta]
resp.
a0 = (0T ) te DL

Oboji pokud je a > 0.

Pro pfipad a < 0 sta&i provést drobnou modifikaci. K tomu, aby-
chom dokézali i opa¢nou inkluzi, je potieba si uvédomit, ze kazdou
vlastni Lorentzovu transformaci B € SO(1,3) lze psit ve tvaru
B = R;LZR,, kde R; jsou (vlastni) rotace v tfirozmérném podpros-
toru R® v Minkowskiho ¢asoprostoru R* a L? je boost ve sméru z
a rapiditou u.

Ozna¢me generator ¢asové soufadnice ey := (1,0,0,0)*. Definu-
jme vztahem Beg =: (z9, )" redlné &islo zo a vektor Z, jehoz slozky
oznalme T = xi1e; + Toes + x3€3, kde e; jsou prvky kanonické baze
R3 C R4,

Jelikoz B je Lorentzova transformace zachovava Minkowskiho
pseudoskaldrni souéin, plati, ze 3 — (&,&) = 12 — (0,0) = 1.
Ziejmé existuje rotace Rj, kterd zobrazi & do osy z, tj. R1Bey =
(0,0,0, (Z,2)7)".

Nyni pouzijeme boost, jehoz tvar vypoéteme v J-obrazech.
Snazime se vektor R;Beq prevést opét do toho fezu ¢asoprostorem,
ktery je urcen rovnici t = 1, tj. do vychoziho ¢asu. Chceme uzit boost

ve sméru osy z, ansatz je
r 0
M = (0 S> , (407)

kde rs = 1. Pozadujeme, aby

Mj~'(RiBeq)M = <146z 122) =;7"((1,0,0,2)").  (408)
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1
5,5:[_'1;0—

Tuto rovnici lze splnit pro z = 0, r = [z + (&, )?]
(Z, .i’)%]%. Diky tomu, ze (z,z)p = 1, je podminka 7s = 1 splnéna.

Ozna¢me L* = J(M). Celkem dostdvdme L*R;Bey = ep. Je-
likoz L*R1 B je Lorentzova transformace, a dik predchozimu vime,
ze zachovavd ,,casovy” podprostor Reg, musi byt (,,pouhou” vlastni
prostorovou) rotaci. Oznac¢me ji Ry. Z rovnosti L, R; B = Ry plyne,
7e B = Ro(L?)~ Ry}, coz je pozadovany vztah, uvédomime-li si, ze
inverze rotace je opét rotace, tentokrite s opaénym thlem, a inverze
boostu je boost s opa¢nou rapiditou.

Tvrzeni, které mame dokazat, plyne z Eulerovy véty ktera tvrdi,
ze kazdou rotaci lze napsat ve tvaru R = RéRngp, kde R? je rotace
kolem osy n o uhel a. Rotaci kolem osy y resp. z nagenerujem pomoci
K resp. Ky — viz tuloha vyse. Boost kolem osy z jsme spocetli jako
L? = J(M), viz tamtéz.

Celkem tedy

A = J(K)J (K1) J(Ks)J(M)J(Ks)J (K1) J(Ky) =
= J(K, K Ky ME, K K>), (409)

a proto J je surjekce obsahujici SO(1,3);, coz spolu s vyse
dokédzanou inkluzi implikuje Im(Jsp(2,c)) = SO(1,3) 4.

Ukol. Dokazte, ze J : SL(2,C) — SO(1,3), je zobrazeni typu
2:1, tj. ze #J 1(A) = 2 pro kazdou A € SO(1,3),.

Reseni. Staci zjistit, ze J~'(id) = {id,—id}, coz lze ovéfit
pfimym, byt pracnym, vypoétem. *SK
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Strucné popisy prikladu

1.1 Soustava 3 x 3 s komplexnimi koeficienty.
1.2 Soustava 4 x 4 s parametrem.

1.3 Soustava 5 linedrnich rovnic s mnoha nulami feSend
(nesystematicky) dosazovdnim rovnic do sebe.

1.4 Dukaz regularity diagondlné dominantni matice potazmo
jednoznacnosti feSeni soustavy rovnic; ukazka fyzikalné
motivovanych dprav (zavedeni potencidlu).

2.1 Priklad grupy symetrii, studium struktury neptili§ velké grupy,
piimé a polopfimé soudiny.

2.2 Nékolik piikladi koneénych grup.

2.3 Ré4d podgrupy déli f4d grupy, mald Fermatova véta, Eulerova
funkce ¢(n) (pocet pfirozenych éisel nesoudélnych s n, mensich
nez n).

2.4 Zkonstruovani vSech grup s nejvyse sedmi prvky.

2.5 Generatory grupy.

2.6 Konjugované prvky, (tfidy) ekvivalence.

2.7 Piimé a polopiimé ndsobeni grup a proces obraceny, tedy
rozkladani grup.

2.8 Vypocet znaménka konkrétni permutace ruznymi zpusoby.
Skladani permutaci. Jednoduchy morfizmus, reprezentace.

2.9 Permutace, inverze, transpozice, cyklus.

2.10 Aplikace pojmu permutace a znak permutace.

3.1 Z, — piiklad jednoduchého komutativniho télesa.

3.2 Vypocet inverzni matice nad Zj;.

3.3 Urcovani poctu vektori v kone¢ném prostoru a jeho
podprostoru. Procvi¢ovani izomorfizmu mezi riaznymi
podprostory.

3.4 Priklad slozitéjsiho kone¢ného télesa — polynomy s koeficienty
ze Z, a nasobenim modulo polynom.

3.5 Nendpadné cviceni na nasobeni komplexnich &isel.

3.6 dim Ker + dim Im linedrniho zobrazen{ je rovno dimenzi
prostoru, na kterém pusobi.
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3.7 Viz piiklad 3.6.
3.8 Viz pifklad 3.6.

3.9 Hodnost matice AB je mensi nebo rovna nez hodnost A
i hodnost B.

4.1 Studium mnoziny ) . z;v;, 0 <z; <lawvy,...,v, € RY, d < n.
Trénink na linedrni kombinace, linearni zavislost a nezavislost.

4.2 Ovéreni podminek definice vektorového prostoru.

4.3 Ovéteni podminek definice vektorového prostoru, izomorfizmus
vektorovych prostoru.

4.4 Zjistovéni, zda je podmnoZina vektorového prostoru také jeho
podprostorem.

4.5 Linearni zavislost konkrétné zadanych vektorti z R?, linedrn{
kombinace

4.6 Dimenze prostoru na jednoduchém piipadé (s parametrem).
Prostory funkci.

4.7 Dimenze linedrniho obalu. Dimenze zobrazeni. Linedrni
zobrazeni. Restrikce zobrazeni. Nekomutativita sklddani
zobrazeni.

4.8 Vypocet slozek vektoru v bazi soustavy bez a s pomoci
skalarniho souéinu.

4.9 Ovérovani linedrni nezdvislosti vektorii, matice pfechodu mezi
béazemi, transformace slozek vektoru.

4.10 Vektorovy prostor matic se stejnymi fadkovymi a sloupcovymi
souCty. Dimenze vektorového prostoru. Afinni prostor.

4.11 Teoreticka tloha na jidro zobrazeni. Ve v prostoru Z7.
4.12 Linedrni nezéavislost polynomu. Aproximace funkce polynomy.

5.1 Urceni ortogondlniho doplitku ke konkrétnimu dvourozmérnému
prostoru v R%,

5.2 Popis Grammovy—-Schmidtovy ortogonalizace.

5.3 Ukdazka, jak lze v R™ sestrojit dva navzajem ortogonaln{
prostory o dimenzich k£ a n — k.

5.4 T¥i razné normy v R™; od OVéd, na otazku, zda je jim mozné
’ )
pi‘lf‘adlt skaldrni souéin.
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5.5 Piiklady norem na prostorech ¢tvercovych matic.

5.6 Souvislost nékterych norem pro matice s normami pro vektory.

5.7 Aproximace metodou nejmensich ¢tvercl: jednou pomoci
ortogondlni projekce prostor polynomiu nejvyse prvniho stupné
a podruhé nalezenim minima funkce dvou proménnych.

6.1 Zakladn{ vlastnosti matic (hermicita, unitarita, komutativita,
podobnost) pfedvedené na jednoduchém piikladé. Ukdzka
vypoctu komutédtori, antikomutatort, vlastnich ¢&isel,
exponencidl ve specidlnim piipadé Pauliho matic.

6.2 Matice linedrniho zobrazeni vzhledem k rtuznym bézim.
Dimenze obrazu linedrniho zobrazeni. Invariantni podprostor.

6.4 Matice linedrniho zobrazeni vzhledem k raznym bazim.

6.5 Vypocet inverzni matice 3 x 3 dvéma rtznymi standardnimi
zpusoby.

6.6 Ovéfeni, ze je SL(2,Z) grupa. Generédtory grupy, (krystalové)
miizky v roviné a jejich reparametrizace.

6.7 Popis systému podmnozin pomoci matic, ndsobeni obecnych
matic. Dvoji pocitani. Hodnost sou¢inu matic.

6.8 Jak lze permutovat matice pod znakem stopy?

7.1 Manipulace s obdélnikovymi maticemi (ndsobeni). Popis
orientovaného grafu pomoci matice.

7.2 Manipulace s obdélnikovymi maticemi (ndsobeni). Popis
orientovaného grafu pomoci matice.

7.3 Determinant Laplaceovy matice grafu je roven poctu jeho
podgrafu, které jsou stromy. Piipad tiplného grafu.

7.4 Piiklad vektorového podprostoru Z7 a urceni jeho dimenze
pomoci konstrukce algebraického dopliiku.

7.5 Urceni vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru u tif specidlnich matic
n X n. Vlastni &isla a vlastni vektory matic A a A™. Jak muze
vypadat napiiklad matice incidence?

7.6 Tvrzeni o vlastnich &islech a vlastnich vektorech pro matici,
kterd neni zadana explicitné, zndmy jsou jen nékteré jeji
vlastnosti.
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7.7 Urceni vlastnich &isel specidlni matice 10 x 10, aniz by se
pocitaly elementy matice. Spole¢né vlastni vektory ruznych
matic.

7.8 Prostory vlastnich vektoru ruznych matic.

7.9 Ruzné moznosti definice sou¢inu grafu. Matice incidence téchto
souéint, mirnd podobnost s tenzorovym souéinem.

7.10 Jak lze charakterizovat “miru souvislosti” grafu pomoci
vlastnich &isel jeho matice incidence. Odhady ||Av|| pomoci
vlastnich &isel matice A.

7.11 Dalsi charakteristika grafu pomoci vlastnich ¢isel jeho matice
incidence.

8.1 Vypocet &iselného determinantu 4 X 4 ruznymi metodami.
Upravy, pii nichz se hodnota determinantu nezméni.

8.2 Tridiagondlni (pdsov4) matice s obecnymi elementy.
Jednoduché cviceni na rekurentné zadané posloupnosti.

8.3 Vypocet zndmého determinantu standardni metodou (Gaussova
eliminace).
8.4 Vypocet determinantu obecné matice n x n trikem s uzitim

cyklickych vektort. Jako vedlejsi vysledek dostaneme vlastni
vektory a vlastni ¢isla.

8.5 Vypocet obecného determinantu n x n pomoci minora.

8.6 det AB = det Adet B a dalsi upravy s velkou obecnou matici.
Jak rozpoznat vicenasobné kofeny polynomu na poéitagi.

8.7 Geometricky vyznam determinantu. Afinni prostor.

8.8 Dikaz tvrzeni o determinantech pomoci definice determinantu.
Tvrzeni ke geometrickému vyznamu determinanti.

9.1 Nalezen{ vzorce pro n—ty ¢len v rekurentné zadané posloupnosti
pomoci diagonalizace matice 2 x 2.

9.2 Rychly odhad pro hodnoty vlastnich ¢isel zadané matice.
Jednoduchy dukaz, pro¢ je ostie diagondlné dominantni matice
regularni. Rychlé kritérium pro pozitivni definitnost.

s w7z

9.4 Vlastni ¢isla konkrétni matice n x n. Determinant je soucin
vlastnich &isel, stopa je soucet vlastnich &isel.
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9.5 Determinant konkrétni matice 4 x 4 poéitany ruznymi zpusoby.
Jak rozklddat polynomy (zvlasté kubické a vyssi)
s celo¢iselnymi koeficienty.

9.6 Diagonalizace matice 2 X 2, po¢itani funkce matice. Vlastnosti
symetrickych matic na jednoduchém ptikladeé.

9.7 Diagonalizace nesymetrické matice 2 x 2. Vypocet a diskuze
poctu feseni odmocniny z matice.

9.9 Jednoducha soustava 4 x 4 s komplexnimi koeficienty. Matice

linedrniho zobrazeni na prostoru funkci. Vlastni ¢éisla a vlastni
funkce (vektory). Nediagonalizovatelnost, nilpotence zobrazeni.

9.10 Charakteristicky polynom matice 3 x 3 vyjadieny pomoci
determinantu, stopy a stopy kvadratu matice.

9.11 Konkrétn{ piiklad soustavy n diferencidlnich rovnic prvniho
fadu, kterd odpovida jednorozmérné vlnové rovnici. Hledani
vlastnich &isel a vektort matice n X n a jejich souvislost
s vlastnimi kmity krystalové miizky.

10.1 Matice linedrniho zobrazeni. Grupy SO(2) a SO(3).
Ortogondlni matice jsou matice rotaci. Jak poznat pro zadanou
ortogonalni matici osu a thel otoceni. Vlastni ¢isla a vlastni
vektory ortogondlnich matic.

10.2 Odvozeni matice pro obecné otoceni v R? kolem zadané osy
o dany thel. Eulerovy thly. Rozklad prostoru na podprostor a
jeho ortogondlni doplnék.

10.3 Obecny tvar matice Lorentzovy transformace a nesouvisla
grupa takovych matic. Vlastni Lorentzovy transformace.

10.4 Reprezentace konecné grupy. Ireducibilni reprezentace.

s w7

11.1 Diagonalizace (vlastni ¢isla a vektory) a exponencidla matice
2 % 2. Souvislost s kvantovou mechanikou.

11.2 Soustava dvou diferencidlnich rovnic prvniho fadu, jejiz matice
neni diagonalizovatelna. Exponencidla takové matice a jak se
obejit bez ptimého vypoctu této exponencily.

11.3 Soustava dvou diferencidlnich rovnic prvniho ¥adu s pravou
stranou. Reseni pomoci variace konstant.
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11.4 Reseni redlné soustavy dvou diferencidlnich rovnic prvniho
Fadu, jejiz matice ma komplexni vlastni ¢isla. Jak odstranit
komplexni ¢isla z vysledku.

11.5 Soustava tii diferencidlnich rovnic prvniho fadu, jejiz matici
nelze diagonalizovat. Exponenciala této matice.

11.6 Wronskian. Derivace determinantu.

11.7 prravy fad pro exponencidlu a logaritmus. Zonglovéani
s kombina¢nimi ¢&isly.

11.8 Vypocet exponencidly trikem pro specidlni matici 2 x 2.
Generétory SU(2), U(2). Torus, rank.

11.9 Elegantni pfeformulace vzorce pro determinant exponencialy
matice. Dostaneme vyjadieni logaritmu determinantu matice ve
tvaru nekone¢né fady, coz umoznuje napiiklad vypocet volné
energie transla¢né invariantni gaussovské miry (nejjednodussiho
to objektu statistické fyziky a QFT).

12.1 Jednoduchy piiklad vektorového prostoru. Algebra $03: jeji
generatory, komutacni relace mezi nimi. Souvislost s grupou
SOQ4 pomoci exponencidly (infinitesimalni generdtory).

12.2 Izomorfizmus Lieovych algeber. Vlastni ¢isla a vlastni vektory
operatoru bez pocitini s maticemi. Jak ukdzat, ze jsou dva
operatory totozné, aniz bychom je explicitné pocitali.

12.3 Resiteln4 algebra, komutétory, idesly. Operace s hornimi
trojuhelnikovymi maticemi.

12.4 Tvrzeni o ortogondlnich dopliicich v jazyce dudlnich prostort.

12.5 Cviceni na skaldrni soucin. Dynkinovy diagramy a kompaktn{
Lieovy grupy.

13.1 Zména béaze v dudlnfm prostoru k R? na jednoduchém
pocetnim prikladu. Matice prechodu.

13.2 Poéetnf pifklad na nalezeni dudlni baze v R3. Soufadnice
vektoru a forem vudi riaznym bazim. Matice prechodu. Indexy
dole a indexy nahofe. Ztotoznéni prostoru a jeho dudlu.

13.3 Konkrétni linedrni forma na prostoru polynomi, pocitani
jejich slozek. Dualita.

14.1 Spektralni rozklad. Chovdni A™ pro n — oo.
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14.2 Stopa matice hustoty a jejtho kvadratu. Ortogondlni projekce.

14.4 Dukaz, ze polynom spektra matice je spektrum polynomu
z matice. Souvislost s Hamilton—Cayleyovou vétou.

14.5 Vypocet funkce matice 3 x 3. Jordanuv tvar.

14.6 Nerozlozitelné matice a obecnd véta o poloze vlastnich ¢isel.
Kriterium pro pozitivni definitnost u semidefinitnich matic.

14.7 Konstrukce a studium matic specidlnich vlastnosti
(Hadamardovych matic). Blokové ndsoben{ matic.

14.8 Odvozeni vektorovych identit se skaldrnim a vektorovym
soucinem pomoci vlastnosti Levi-Civitova symbolu €;;.

14.10 Komutatory matic. Kdy lze pouzit binomickou formuli pro
matice.

14.11 Vypocet Laplaceova operdtoru v libovolnych ortogonalnich
soufadnicich v R”: trochu vektorové analyzy (derivovani
maticovych vyrazi, Laméovy koeficienty).

15.1 Dukaz, ze lze bistochastické matice zapsat jako konvexni
kombinaci permuta¢nich matic. Pfiklad bipartitniho grafu, uziti
teorie grafu v linedrni algebie.

15.2 Diikaz, ze stochastickd matice ma jednondsobné vlastni ¢islo
jedna.

15.3 Jordanovy fetézce. Pievod nilpotentni matice 4 X 4 na
Jordaniv tvar.

15.4 Jordanuv tvar matice 3 X 3 s jednim vlastnim éislem a dvéma
fetézci.

15.5 Jordantv tvar matice 3 x 3 s jednim vlastnim ¢islem a
jedinym fetézcem.

15.6 Jordanuv tvar matice 4 x 4 s jednim vlastnim éislem a dvéma
fetézci ruznych délek.

15.7 Jordanuv tvar matice 4 x 4 s jednim vlastnim ¢islem a dvéma
fetézci délky dva.

15.8 Jordanuv tvar matice 3 x 3, kterd m4a dvé vlastni ¢isla a nenf
diagonalizovatelna.

15.9 Nalezeni matice C tak, aby platilo CAC~! = B, kde A, B jsou
dvé podobné (nediagonalizovatelné) matice. Jordanuv tvar
matic 3 x 3.
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16.1 Obecna tvrzeni o posloupnostech ortogondlnich polynomi.
Momentovy funkcional.

16.2 Hledani vlastnich &isel a vlastnich vektort diferencidlntho
operatoru na prostoru funkci jedné proménné pomoci triku.
Fyzikdlné: nalezeni vlastnich stavu a energii specidlniho
jednorozmérného hamiltonidnu pomoci kreaénich a anihila¢nich
operatoru. Diracova notace.

16.3 Nalezeni spektra diferencidlniho operatoru na prostoru funkci
na R? pomocf symetrif. Lieovy algebry u(n), su(2);
reprezentace U(n), SU(2). Symetrie hamiltonidnu atomu vodiku.

16.4 Spektrum diferencidlniho operdtoru na prostoru funkci vice
proménnych pomoci rozkladu na operatory pusobici na
prostorech jedné proménné; kreacni a anihila¢ni operétory.
Diagonalizace kvadratické formy. Tenzorové souéiny (na
piikladu funkci). Fyzikdlné: nalezeni spektra anizotropniho
harmonického oscilatoru ve vice dimenzich.

16.5 Reprezentace algebry operdtoru. Nalezeni hodnot, jichz muze
nabyvat operdtor momentu hybnosti.

17.1 Typy kvadrik v R3. Uréeni typu kvadriky pomoci jejich
invariantu (tj. uréitych vyrazu s determinanty).

17.2 Pievod kvadriky na kanonicky tvar pomoci vlastnich ¢isel: osy
kvadriky jsou vlastni vektory a jejich délky vlastni ¢isla matice
kvadratické formy. Ortogondlni transformace.

17.3 Diagonalizace konkrétni kvadratické formy na R3 iddkovymi a
sloupcovymi dpravami. Typ kvadratické plochy.

17.4 Diagonalizace konkrétni kvadratické formy na R® pomoci
vlastnich &isel. Typ kvadratické plochy.

17.5 Diagonalizace konkrétn{ kvadratické formy na R3 iddkovymi a
sloupcovymi dpravami. Sylvestrovo kritérium.

17.6 Dva rychlé piiklady na signaturu a pozitivni definitnost.
Spektralni rozklad operdtoru. Sylvestrovo kritérium.

17.7 Analytickd geometrie v R™, obecny piiklad.

17.8 Jak poznat, zda zadany bod lezi uvnitf n—dimenziondlni sféry
definované n + 1 body.

17.9 Rovnice véech tecen k jednodilnému hyperboloidu v R3.
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17.10 Rovnice tecen jednodilného hyperboloidu v R™. Diagonalizace
kvadratické formy v R*~1.

18.1 Polarni rozklad konkrétni matice 3 x 3 dvéma metodami.
Vyznam vlastniho vektoru u matice deformace.

18.2 Rozsifeni véty o polarnim rozkladu i na singuldrni matice.

18.3 Nejlepsi feSeni soustavy s vice rovnicemi nez proménnymi,
kterad ptfesné feSeni nemd. Teorie. Ortogondlni projekce.

18.4 Aproximace metodou nejmensich ¢tvercti. Reseni soustavy
s vice rovnicemi nez proménnymi. Konkrétni piiklad na
pseudoinverzi matice n X 2.

19.1 Slozky konkrétniho tenzoru typu (2,1). Transformace
soufadnic. Symetrie tenzoru.

19.2 Piiklad tenzoru typu (0,2) na R3. Symetrie, transformace pfi
zméné baze. Dudlni béze.

19.3 Lineérn{ zobrazeni R* — R? jako tenzor typu (1,1). Vypocet
slozek tenzoru setrvacnosti.

19.4 Fyzikaln{ piiklady tenzord druhého fadu ze specidlni
relativity. Spoustén{ a zvedan{ indext. Derivovani.

19.5 Vzorecky pro Levi-Civitiv tenzor €;; (ovéfeni
transformacnich vlastnost{). Tenzorovy soucin tenzoru, tizeni
tenzoru. Prace s determinanty.

19.6 Dimenze prostoru totdlné symetrickych a totdlné
antisymetrickych tenzori typu (0, k). Symetrizovany a
antisymetrizovany tenzorovy soucin.

19.7 Tenzorovy soulin operdtori. Stopa a Castecnd stopa (Uzeni
tenzort).

19.8 Antisymetrické tenzory, vnéjsi algebra. Anuldtor a
rozlozitelnost tenzoru.

20.1 Jak se chovaji jednotlivé bloky blokovych matic pfi nasobeni.

vx s

integrovani, nejjednodussi a nejzdkladnéjsi dlohy vicerozmérné
integrace. Je to instruktivni pouziti kombinace linedrné
algebraickych, analytickych i kombinatorickych ivah, vedoucich
m.j. k objasnéni role inverzni (korelaéni) matice.
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20.4 Jednoduché, (téméf) jen kombinatorické odvozeni tvaru
mocninné fady pro logaritmus.

20.5 Upozornéni na roli nejvétsiho vlastniho ¢isla (a pfislusného
vlastniho vektoru) pii vypoctech velkych mocnin matic.

20.6 Algebra nasobeni matic se ¢tyifmi bloky.

20.7 Diskuse, jak souvisi existence tzv. cyklického vektoru s
jednoznac¢nosti Jordanovych bunék. Teorie Jordanova tvaru pro
pokrocilejsi.

20.8 Pomocna tloha: Vypocet zobecnéného Vandermondova
determinantu, kde k pivodnim #adkam pfistupuji i jejich
derivace. Navazuje na tlohu o cyklickych vektorech.

20.9 Vypocet odmocniny z velmi jednoduché matice.

20.10 Pfaffidn: vyjadfeni determinantu antisymetrické matice
Ctvercem.

20.11 Popula¢ni dynamika spoleénosti muzu a zen trochu
podrobnéji.

20.12 Resolventa: vse, co se o tomto dualezitém pojmu dé Fici
v kone¢né dimenzi.

20.14 Rozsazeni u kulatého stolu: jak vypocet stopy mocniny
matice pomoci spektra pomdhd vyfesit netrividlni
kombinatorické i fyzikalni problémy.

20.15 Symetricky cirkulant, tentokrat v prevleCeni za kvadratickou
formu. K tomu jedna zdanlivé podobnd, ve skute¢nosti mnohem
elementarnéjsi uloha.

20.16 Pfiblizny vypocet A™z: opét o roli vlastniho vektoru
prislu§ného nejvétsimu vlastnimu &islu.

20.17 Ortogonalizace posloupnosti, cviceni na aplikaci
Grammovy—Schmidtovy postupné ortogonalizace.

20.19 Goniometricky Vandermondiuv determinat, spo¢teno
prevedenim na oby¢ejny Vandermondiv determinant.

20.21 Systémy oscildtort s narazy, procviceni prace s pojmem
exponencidla matice a Diracovou delta funkeci.

20.22 Studium chovani nejjednodussiho vicerozmérného systému
pobliz jeho bodu resonance, vypocet amplitudy feSeni soustavy
linearnich diferencidlnich rovnic se sinusovou vnéjsi silou.
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20.23 Neékolik vhodnych piikladu matic typu 3 x 3 na procviéen{
Jordanova tvaru (pfevzato ze sbirky Filippova).

20.24 K ¢emu vsemu mohou slouzit fddkové upravy matice, pokus
o shrnuti typickych situaci, kde se takovéto upravy pouzivaji.

20.25 I zkouméni zd4nlivé tak jednoduché funkce, jakou je ax? + bz,
dava zajimavé interpretace ve vicerozmérném pripadé, pro
systémy velmi mnoha spralenych oscildtort. Kvadratickd forma
definovand jako “suma ¢tverci rozdili hodnot sousedu” vede ke
zkoumani teorie potencidlu na miizi. To mé zajimavé souvislosti
s pravdépodobnosti, konkrétné s teorii ndhodnych prochazek.

20.27 Jak vypada adjunkce k nilpotentnimu operitoru v jednom
charakteristickém specidlnim piipadé.

20.28 Jak poznat, ze Sestitihelnik v roviné je ortogonalni projekci
krychle. Teoreticka tloha.

20.29 Transla¢né invariantni kvadratické formy na miizi a jejich
podminénd minima (Coulombovy potencidly). Aplikace
na problém (ne)vratnosti ndhodné prochdzky a na otdzku
existence fazového pfechodu piislusné gaussovské miry.
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Vandermondiiv, 139
Vandermonduv,
zobecnény (s de-
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diagram
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fundamentalni, 118
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algebraicky, 45, 125, 144
algebraicky (matice), 114
ortogonalni, 83, 89, 186,
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Einsteinova sumaé¢ni kon-
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ekvivalence, 32



elementarni cela miizky, 117
eliminace

Gaussova, 67, 113, 146
elipsoid, 308, 315

rotacni, 313
Eukliduv algoritmus, 116
expandér, 135

faktorprostor, 13
forma
kvadraticka
pozitivné definitni, 320
formule
binomicka, 254
Feynman-Kacova, 408
funkce
Eulerova, 28
po castech konstantni, 63
schodové, 63
funkcional
momentovy, 281

generator
infinitesimalni, 214, 221
generator grupy, 42
generatory grupy, 31, 115
gradient, 255, 323, 347
graf, 122
d-regularni, 128
Uplny, 124
bipartitni, 122
eulerovsky, 124
orientovany, 122
Petersenuv, 130
souvisly, 122
Gramm-Schmidtova ortogo-
nalizace, 88
grupa, 115
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cyklickd, 29

diedricka, 24
komutativni, 30
modularni, 114, 118
nekomutativni, 21
symetricka, 21, 25, 36
vlastni Lorentzova, 426

hamiltonian, 287, 290
harmonicky oscilator

izotropni, 301
hodnost

zobrazeni, 69
hodnost matice, 50
homomorfizmus, 183
hrana grafu, 122
hyperboloid, 308

idedl, 225
identita

bac minus cab, 252

Jacobiho, 353
indexy

nahote a dole, 233
integral

gaussovsky, 362
invarianty matice, 177
inverze, 36

v permutaci, 35
izometrie, 27
izomorfizmus, 25, 45, 61, 65,

105, 223, 246

jadro, 173
jadro zobrazeni, 50, 69

koeficienty
Laméovy, 256, 258



kombinace

afinni, 155

konvexni, 259

linedrni, 17

s opakovanim, 355

s opakovanim, 294
komponenta

souvislosti, 122
komutator, 101, 220
komutagni relace

kanonické, 299
konformnf ekvivalence mfizek,

117

konstanta

Planckova, 194
konvence

sumacni,

251, 350

kostra, 124
kovektor, 345
kritérium

Sylvestrovo, 320
kvadrika

sttedovy tvar, 308, 311

Einsteinova,

ladder—operator, 302
linedrni nezavislost
funkci, 104
linedrni obal, 96
linedrni regrese, 338
linedrni zavislost, 65
linearita
obecné piiklady, 141
obecné, 221

miiz
reciprokd, 236
miizka v C, 115
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matice
antihermitovska, 223
antisymetrické, 220
bistochastické, 78, 259
blokové diagondlni, 105,
175, 184
diagondlné dominantni,
19, 128, 162, 214
Grammova, 85, 158
Hadamardova, 250
hermitovskd, 94, 100, 223
Hilbertova, 152
homomorfizmu, 75
idempotentni, 101
incidence, 125, 127
inverzni, 113
Jacobiho, 255
Jordanav kanonicky tvar,
164
korelaé¢ni, 366
Laplaceova, 123
nerozlozitelna, 248
nilpotentni, 262, 268
normalni, 101, 170
ortogonalni, 168, 183, 331

ptechodu, 73, 75, 106,
112, 237, 341
Pauliho, 100, 212, 292,

422

permutaéni, 259

pozitivné definitni, 94,
162, 248, 320
pozitivné  semidefinitni,

162

reguldrni, 100
stochastickd, 260
unitarni, 100
Vandermondova, 150, 153



zobrazeni, 107
minor, 45, 152

hlavni, 166, 176
minor matice, 114
mnozina

Gershgorinova, 162
model

populaéni, 383
moment hybnosti, 290
morfizmus grup, 36, 191
multilinearita determinantu,

138

nasobnost vlastnich ¢isel, 128
nadrovina, 155
nejvétsi spolecny délitel
Eukliduv algoritmus, 116
nerovnost
Cauchy—Schwarzova, 190
Fisherova, 119
Hoélderova, 99
Schwarzova (Cauchyova),
90
trojihelnikova, 90
norma, 89
euklidovskd (kulovd), 90
maximova (kubickd), 89

oktaedrickd (manhat-
tanska), 89
souvislost se skaldrnim

soucinem, 89
notace
Diracova, 241, 242

okruh, 29, 43

operator
anihila¢ni, 287
evoluéni, 197
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hermitovsky  sdruzeny,
288
kreaéni, 288
kreaéni a anihila¢ni, 298
ladder, 302
nilpotentni, 305
ortogonalizace
Gramm-—Schmidtova, 83,
108
oscilatory
harmonické,
404, 411

sprazené,

otoceni
vlastni, 185

parovani, perfektni, 259
prechod
fazovy (gaussovské miry),
414
paraboloid, 309
partita, 122
permutace, 36
pfaffidn, 382
plocha
ekviskalarni, 323
podgrupa
invariantni, 23, 33
normalni, 23, 33
podprostor
invariantni, 105, 175, 184
korfenovy, 174

pole
vektorové, 323
polomér
spektralni, iteraéni
metoda nalezeni,
392
polynom



charakteristicky,
165, 169, 176
minimélni, 247, 265
rozklad polynomu
s celociselnymi
koeficienty, 166
polynomy
Cebysevovy, 286
Hermiteovy, 286
Legendreovy, 286
Legendrovy, 89
posloupnost
Fibonacciho, 160
potencial
Coulombtv, na m#izi, 411
pravidlo
Cihdkovo, 114
Cramerovo, 72, 97
Sarrusovo, 136, 166
prochazky
nidhodné, na miizi, 411
projekce
ortogondlni, 59, 106, 337
prostor
vektorovy
afinni, 13
afinni, 78, 156
dudlni
ztotoznéni s pifmym
prostorem, 236
Hilbertav, 197
invariantni, 293
kotenovy, 269, 276
projektivni, 306
tecny, 325
prvek
pivotni, 69
prvky grupy

102,
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konjugované, 32
pseudoinverze, 338
pseudovektor, 361

rank grupy, 214

reflexivita, 32

rekurentni vztah, 140

reprezentace, 32, 191, 293, 302
fundamentalni, 293
ireducibilni, 293, 303
reducibilni, 192

reprezentace grupy, 36

resolventa (matice), 385

resonance, 399

restrikce, 276, 296
zobrazeni, 68

rezultant, 153

rotace
vlastni, 332

rovnice
charakteristickd, 141
diferencidlni, linedrni,

141
Maxwellovy, 348
Schrédingerova, 196

rovnobéznostén, 56

rovnost

rovnobéznikovd, 91
rozklad

Iwasawluv (téz2 KAN-

rozklad), 424
poléarni, 331
spektralni, 161, 168, 175,
241, 320
vektorového
186
rozklad identity, 243

prostoru,



schémata, Youngova, 357
Schurovo lemma, 303
signatura kvadriky, 327
soucet prostoru
direktni, 184, 226
soucin
skalarni, 281
smiSeny, 235
tenzorovy, 132, 300, 352
antisymetrizovany,
356, 358
operatoru, 357
symetrizovany, 354
souéin grup, 21
piimy, 33
polopiimy, 33
soustava rovnic
nehomogenni, 201
spektrum, 164, 165
v kvantové mechanice,
196
spektrum matice, 164
stav
Cisty, 243
stopa, 120
strom, 122
stupen vrcholu, 122
symbol
Kroneckeruv, 101
Levi—-Civittuv, 101
symetrickd ¢ést
tenzoru, 294
symetrickd operace, 32
symetrie, 21, 27
soustavy rovnic, 15
systém  polynomd,
gondlni, 281

orto-
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télesa
dudlni, 27
téleso, 29
konecné, 45, 48
tiida
leva, 28
tenzor
antisymetricky,
351
deformaéniho gradientu,
331
elektromagnetického
pole, 347
kontragredientn{
formace, 347
Levi-Civituv, 350
nerozlozitelny, 359
rozlozitelny, 359
setrvacnosti, 343
slozky, 341
tenzory
symetrické, 294
torus, 214, 218
transformace
Lorentzova, 421
podobnostni, 167
transpozice, 26, 36
v permutaci, 35
tranzitivita, 32

totalneé,

trans-

véta
Birkhoffova, 259
Cauchyova—Binetova, 124
Gershgorinova, 162
Hamilton-Cayleyova, 244
Jacobiho—Sylvestrova,

99, 333

Lagrangeova, 28



mala Fermatova, 28
o derivovani slozené
funkce na R™, 255
Pythagorova, zobecnén4,
159
variace konstant, 202
vektor
charakteristicky, 134
cyklicky, 375
Runge-Lenziv, 290
vektory
linedrné nezavislé, 45
vlastni, 314
vrchol
grafu, 122
vzorce
Vietovy, 177
vzorec
Cihakuv, 116
Wickav, 371

wronskian, 208

zlaty fez, 161

znak permutace, 40

znaménko permutace, 139

ztotoznéni prostoru a jeho
dudlu, 236
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